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Spezielle Thetafunktionen von vier Veränderlichen. 

Von Herrn HeimHch Jung in Marburg a. d. L. 



In einer Arbeit im 126. Bande dieses Journals*) habe ich spezielle, 
nicht J?i^ma/msche Thetafunktionen behandelt. Es soll nun im folgenden 
der besondere Fall der Theta von vier Veränderlichen genauer untersucht 
werden und vor allem sollen die in den dort angegebenen Formeln auf- 
tretenden Konstanten bestimmt werden. 

Es handelt sich im wesentlichen, wie wir sehen werden, um die 
Bestimmung von viermal je sechzehn Konstanten. Die Darstellung dieser 
sechzehn Konstanten ist ganz analog der Darstellung der sechzehn Kon- 
stanten, die bei den Thetafunktionen von zwei Veränderlichen auftreten, und 
ist vielleicht nicht ohne Interesse. 

Die Nullwerte der geraden Theta hängen in dem hier behandelten 
Falle von 9 Parametern ab, während sie im allgemeinsten Falle von 10 
Parametern abhängen. Der hier behandelte Fall ist also von derselben 
Allgemeinheit wie der Ä/emw/msche Fall. Er muß durch eine Gleichung 
zwischen den NuUwerteu charakterisiert sein. Es handelt sich dann noch 
um die Aufstellung dieser Gleichung. Ferner sind die vier Argumente der 
hier betrachteten Funktionen nicht willkürlich veränderlich, da ja für sie 
Integrale erster Gattung gesetzt sind. Es werden also zwischen den 
Funktionen Gleichungen bestehen, die im allgemeinen nicht bestehen. 
Diese Gleichungen lassen sich leicht aufstellen (§ 8)- Von dieser Be- 



*) Über Tbetafanktionen, die nicht zur RiemannsaYiQVi Klasse gehören. Ich zitiere 
diese Arbeit im folgenden mit Th. I. 

Journal für MathemaUk Bd. 130. Heft 1. 1 



2 Jung^ spezielle Thetafunktionen von vier Veränderlichen, 

scbränkang kann man sich übrigens mit Hilfe des Additionstheorems frei 
machen. 

Ich benutze im folgenden öfter meine Arbeit: Ein Satz über Theta- 
fanktionen, in diesem Journal Bd. 128, die ich mit Th. II zitiere. 



§1. 
In betreff der Bezeichnungen verweise ich auf Th. I. Die dort vor- 
kommende Zahl o ist hier gleich 4 zu setzen. Wir haben zunächst zu einem 
Körper vom Range zwei 



die Quadratwurzel aus einer rationalen Funktion H{pj q) zu adjungiereii. 
Die Funktion H wird in unserem Falle, von der Ordnung 10 an der Stelle 
tiq unendlich, und an den Stellen Qi , (^2 von der zweiten Ordnung , an den 
Stellen tt^/... n^ von der ersten Ordnung Null. Den so erhaltenen alge- 
braischen Körper bezeichnen wir mit K(VH) = K(z). 

Die zu dem Körper K(^p, q) gehörenden Normalintegrale bezeichnen 
wir mit ^^^ und P^. Ihre untere Grenze sei ti^. Die zu K(^py q) gehörenden 
Thetafunktionen bezeichnen wir mit ^(^1^) oder einfacher mit &. Die ThetA, 
die aus diesen dadurch hervorgehen, daß man die Perioden T mit zwei 
multipliziert, bezeichnen wir mit rp. Wir nehmen in die Bezeichnung dieser 
Funktionen durchweg nur ein Argument auf. 

Die Thetafunktionen von vier Veränderlichen, die wir hier darstellen 
wollen, bezeichnen wir mit (p. Die Indizes dieser Theta wählen wir nach 
der Art, wie es in der Abhandlung Th. II allgemein geschehen ist. Wir 
denken uns jede Charakteristik 



ff^iy fhj i"3, fh\ 



aus den beiden Charakteristiken 



\^l ^2/ \J^3, n/ 



zusammengesetzt, also aus zwei Charakteristiken von Thetafunktionen zweier 
Veränderlichen. Wir nennen k^ den ersten und äjj den zweiten Teil der 
Charakteristik. 
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Die Charakteristiken A:, bezeichnen wir nun so. Wir geben den 6 un- 
geraden die Indizes 1,2,... 6 und den 10 geraden die Indizes 123, 124, ...456, 
wobei wir festsetzen, da£ zwei Kombinationen zu je drei Ziffern, die zu- 
sammen alle sechs Ziffern enthalten, dieselbe Charakteristik bezeichnen sollen. 

Die Charakteristiken ^i, die gleichzeitig Charakteristiken der hier 
vorkommenden Theta zweier Veränderlichen sind, bezeichnen wir wie in 
Th. L, S. 10. Wir setzen also 



/00\ 

CUu = ^u = \,oO>'' ^ 



'=(-)• "-(oi)' ""Ki")' "=(»i) 



und noch zur Abkürzung cyia>2 = «>3, n^n^^n^. Aus diesen lassen sich alle 
anderen in der Form (o^nß zusammensetzen. 

Ist nun a^ ^s Zeichen für eine Charakteristik der ersten und ctj das 
für eine der zweiten Art, so bezeichnen wir die aus beiden zusammengesetzte 
mit 0102' Den Thetafunktionen geben wir den Index der zugehörigen 
Charakteristik. Danach haben wir für unsere Funktionen (p von vier Ver- 
änderlichen folgende Tabelle, in der der Einfachheit wegen nur die Indizes 
hingeschrieben sind. 

I. Die zur Periode gehörenden Funktionen. 

a) Die ungeraden Funktionen: 

7r„l, 7r^2, ... 7r^6. . (a=ü,i,2,3) 

b) Die geraden Funktionen: 

71^123, :^al24, ...7r^l56. (a = 0.1,2,3) 

II. Die zur Periode m^ gehörenden Funktionen. 

a) Die ungeraden Funktionen: 

TT^Wil, 7IaWi2, ... n^m^^] (a = ü,2) 

jr^Wil23,7r„cyil24, ... Ti^w^löß. (a=i,3) 

b) Die geraden Funktionen: 

n^O^ll, 71^0)^2^ ... :/T^Wi6; (a = l,3) 

7r^cyil23, n^ia 124, ... tt^coi 156. (a-o,2) 

Für die zu den Perioden w^ und (jd^ gehörenden Funktionen ist es 
analog wie bei den zur Periode (o^ gehörenden. . 



4 Jung^ spezielle Theta funktionell von vier Veränderlichen. 

§2. 

Wir betrachten zunächst die zur Periode Null gehörenden Funktionen tp. 
Ist & irgend eine der zum Körper K{py q) gehörenden ungeraden 

« 

Thetafunktionen, so ist bei geeigneter Wahl von a (siehe auch Th. I. § 9.) 

eine Funktion, die nur an einer Stelle im Körper K(p, q) Null wird. Dabei 
können und wollen wir die Konstante a so gewählt annehmen, daß L un- 
abhängig ist von der Wahl der ungeraden Funktion 0. 

Wir bezeichnen femer den Wert, den die Integrale erster Gattung 
6^\ ^^ in den Nullstellen ti« der Funktion H annehmen, mit 4*\ 4^^ und die 
Werte, die sie an den Nullstellen p^ und (>2 annehmen, mit r[^\ rf ^ und 
7f \ 7f\ Weiter setzen wir zur Abkürzung 

(2.) t['^ + 1^^ + 1^^ + ^'^ + ^F + 1^^ = 2 s^\ 0- - 1 , 2) 

Um nun die ungeraden Funktionen zu bekommen,*) haben wir aus 
dem Produkte 

(3.) Siit)=^nL{t^t:) 

a — 3, d.h. 4 — 3=1 Faktor herauszunehmen, etwa den Faktor L(t^t^). 
Dann haben wir z. B. 



und darin ist (Th. I, Seite 18, Zeile 2) 

oder da 

2;f > + 2r^«^ + /{'^ + t^^ + 1^^ + - + ti'> = 0, (^»i.^) 

(4.) 5^') = ^') -5^«). (. = 1.2) 

Die Bezeichnung wird am übersichtlichsten werden, wenn wir in der be- 
trachteten Funktion (p„^ den Index n gleich a nehmen. Dann haben wir 



*) Th. I, Seite 44, Formel la, und § 19. 
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für die ungeraden Funktionen die Darstellung 



(A = ü,...3; a = l,...(j) 

Hierin ist der Faktor C„ nur von a, aber nicht von X abhängig. 
Um die geraden zur Periode gehörenden Funktionen zu bekommen,*) 
haben wir aus dem Produkte 

a — 1 = 3 Faktoren auszuwählen, etwa L^t — t^)^ L(t — tß)^ L^t—t^) und zu 
einem Produkte P(t) zu vereinigen. Ferner haben wir das konjugierte 
Produkt, das mit P{f) zusammen S(t) ergibt, zu bilden. Dies bezeichnen 
wir mit Pi(t). Zur Vereinfachung wollen wir folgende Bezeichnung fest- 
setzen. Die 6 Indizes 1, ... 6 wollen wir auch mit a, /?, 2^, (T, «, ^ bezeichnen. 
Femer wollen wir setzen 

(5.) Kt^Q^L^, L(f^Q = L: 

und 

(5*.) L^Lß^L^ß^ L^LßL^^Laßr usw. 

Dann ist 

Setzen wir noch allgemein 



SO bekommen wir z. B. (Th. I, § 18, P) 

Hierin ist C eine von X unabhängige Konstante. Wir können sie also mit 
Caßy bezeichnen. Ferner ist 

(7.) 4*^, = 7f + r<*> + t^I> + f^' + 4'^ = 4'^ + t^P + 1^' - 5^^ = - 4];. 0=^^) 

Für den Index n werden wir hier afty wählen .müssen oder auch (T«^, da 
ja die Judizes niaßy und ti^SbIC, dieselben Funktionen bezeichnen. Daraus 



•) Siehe Th. 1, § 18 und 19. 
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folgt auch, da£ 

^ aßr — ^^*C 

ZU setzen ist. 

Danach haben wir für die geraden Funktionen der Periode die 
Darstellung 

(i = (l,...3; a^r = 123,124,...lMi) 

Bezeichnen wir die Null werte der geraden Funktionen y^ ^it c«, so 
bekommen wir aus (P.) durch Nullsetzen der Argumente (t = 

WO gesetzt ist 



(8.) Ä: = lim 

t^tf 






§3. 

Es handelt sich nun um die Bestimmung der im vorigen Paragraphen 
eingeführten 16 Konstanten 

^17 ••• ^ü? ^123? ••• ^136" 

Dazu benutzen wir die in der Arbeit Th. II abgeleiteten Gleichungen 
(Th. II, § 4). Wir haben zu bilden, wenn fi irgend einen der 16 Indizes 
1,2,... 6, 123, ...156 bezeichnet, 



(!•) ^/^ = -5. (^«) ^^aM Vn^^X - • 



Hierin bedeutet (tiJ ein Vorzeichen, das der Bedingung genügen soll 

(2.) (^a^ß)=-M(^ß). 

Es können also etwa die Vorzeichen (ti,) und (712) willkürlich gewählt werden. 
Dann ist (713) gleich (:7i,)(7i2). Das Zeichen (7?,,) ist gleich (Pa)(Pa)i also 
immer gleich +1« Da A irgend einen der Werte 0, ...3 haben darf, so 
bekommen wir bei feststehendem ft im ganzen 2^-4=16 Größen A^. Von 
diesen sind aber 6 identisch Null, so daß noch 10 bleiben. Geben wir fi 
alle möglichen Werte, so bekommen wir 10 Reihen von je 16 Funktionen 
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A^ und nach Tb. II bestehen zwischen den Funktionen einer Reibe dieselben 
linearen Gleichungen wie zwischen den Quadraten der Theta zweier Ver- 
änderlichen. 

Wir bilden nun zunächst die Größen A^ einer Reihe in unserem 
Falle. Erstens eine der Größen Aij...Aq^ etwa ^4,. Es wird 

Nun ist aber nach den zwischen den Funktionen yj und den Funktionen ^ 
bestehenden Gleichungen*) die Summe 

in den 10 Fällen, wo sie nicht identisch Null ist, gleich dem Produkte aus 
einer der 10 geraden Funktionen 3 und ihrem Nullwerte. Bezeichnen wir 
den Nullwert einfach durch &^ so können wir setzen 

J (O (p„^ (v) (p„^„^ (v)=^&a 00 . 

Darin ist dann d-^v) irgend eine der geraden Funktionen i9-, je nach- 
dem wir (ti,), (ttj) und l wählen. Danach wird 

(3.) A, = QE'L, L[»»Q + /'- s,). 

Analoge Darstellungen gelten für i42, ^43, ... ^g. 

Femer bilden wir eine der Funktionen ^123, ... 4i5c, etwa A^^i* Es wird 

^123 = Q«^{A23i;56 i W V^^«(^- ^'+ Sm)V^n,.,Q " Ü + ^123) 
+ V^ V5(Ö [i(^a)V^.,(^-^+^123)V'.«.,(^ -^ + 

Benutzen wir auch hier die schon erwähnten Gleichungen zwischen den 



*) Krause j Transformation der hyperelliptischen Funktionen, Leipzig, § 10, 
Formel 2 und 3. 



(4.) 
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Fnnktionen ^ und ^, so bekommen wir 

1^3 = y 2/^!_^»\ I ^23-^450 '^^(^— ^+ ^123) +^123^456 9^9^(t--f + ^,23) 

Dabei ist iS^ wieder eine der geraden Funktionen ^; welche, das 
bangt von der Wahl von (tii), (712) und i ab. Analoge Darstellungen gelten 
für die anderen Funktionen A^ß^,. Wählen wir ein spezielles •?, so bekommen 
wir die 16 Größen A^ einer Reihe. Die 10 verschiedenen Reihen unter- 
scheiden sich nur durch die Wahl von &. 

Setzen wir noch in Formel (4.) t=t' und bezeichnen den Nullwert 
von A^ß.^ mit a^ßy^ so haben wir 

(5.) auz = 4.k'Cl^»a{s,^), 

wo k dieselbe Bedeutung hat, wie früher (§ 2, 8, S. 6). Wir werden im 
folgenden auf die Vorzeichen wenig Rücksicht nehmen. 

§4. 

Es besteht nun z. B. die Gleichung 

(1.) «150 ^ll± «250^2 ± «356 ^3 ± «456 ^4 = 0. 

Denken wir uns hierin die Werte eingesetzt und den Faktor E'^ fortgehoben, 
so bekommen wir eine Gleichung, die identisch für jeden Wert von / und /' 
gilt Setzen wir t gleich tj und /' gleich ^4, so werden A^ und A^ gleich 
Null. Wir können dann die Gleichung (1.) nach Forthebung gemeinsamer 
Faktoren so schreiben 



(2.) 



Nun ist aber*) 
Ebenso ist 

'3'r '4H" ^2 ^^ ^234 ^^ "^ISe» 



*) Eigentlich müßten wir den Größen in der folgenden Gleichung den oberen 
Index i (=1, 2) ^eben wie in der Gleichung 2, § 2. Der Eiofachheit lassen wir ihn aber 
hier und im folgenden fort. 
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Femer wollen wir zur Abkürzung setzen 

(3.) Z(/,-^,) = (a|/3)(«/5). 

Dabei soll (a|/5) ein alternierendes Vorzeichen bedeuten, also der Gleichung 
genügen 

(4.) («|/5) = -(/3|«), 

sodaß die durch Gleichung (3.) eingeführten Größen (a/5) die Eigenschaft 
haben 

(5.) (aß) = (fta). 

Jetzt können wir die Gleichung (2.) so schreiben 

C] C]^, (13) (14) = ±Cl CL (23) (24) 



oder 



^^'^ (23) (24) (34) - (13) (14) (34) ' 



Wir setzen 



^^ßr T> 

(d6)(£Ö("*Ö"^^''' 



wenn «, /"?, /, (T, 6, 'Q in irgend einer Reihenfolge die Ziffern von 1 bis 6 
bezeichnen. Dann bekommen wir, da wir der Herleitung nach in der 
Formel (6.) die Ziffern 1 bis 4 irgendwie permutieren können, 

(7.) G\ Zfisfi = + C\ Zfjso = + ('3 -6356 = i t/ J B/^, . 

Den gemeinsamen Wert dieser Ausdrücke bezeichnen wir mit a^ß. Analog 
denken wir uns noch Größen 0,2, a^, a^^ usw. definiert. Nun ist 

^]^18. ^3^134 «23 014' 

Also besteht die Gleichung 

a\2 «32 



(8.) 



014 «34 



Diese Gleichung repräsentiert ein Gleichungssystem, da man in ihr die 
Indizes irgendwie permutieren kann und auch die Indizes 5 und 6 für irgend 
einen Index einsetzen kann. Wenn aber ein solches Gleichungssystem be- 
steht, so kann man setzen 

(^aß^9a9ß' («^/9 = 1,...6) 
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Setzen wir jetzt noch 






80 können wir die Gleichungen (7.) schreiben 

^aßr'=9ß 9r ^a^9a 9ß ^r =9a 9r ^ß • 

Daraus folgt, daß wir setzen können 

wo V einen von den Indizes 1 bis 6 symmetrisch abhängenden Faktor be 
deutet. Dann ist z. B. 

( I23 = (45) (46) (56) vg, g, g,, CL = (12) (13) (23) vg, g, g, . 

Nun ist aber Cm = Cl5Q^ also 



(9.) 



ffj9i9> 9i 9i g« 



(12)(13)C23) (45) (46) (56) • 

Fuhren wir znr Abkürzung 

(1) = (12)(13)(14)(15)(16) 

ein und die analog definierten Größen (2), ... (6), so können wir die Gleichung 
(9.) so schreiben 

9^ . 9i_ 9z_ ^ 9^ Jy^ _9ß^ 

vai y(2) v(3) m vc^) vW 

Da aber in dieser Gleichung die Indizes beliebig vertauschbar sind, so folgt, 
daß wir setzen können 



wo h wieder einen von den Indizes symmetrisch abhängenden Faktor be- 
deutet. Danach haben wir z. B. 

Cl, = rh' (45) (46) (56) ]/(!) V(T) l^(3~) 
oder, wenn wir 

(10.) (ccß){ßy)(ay) = {<xßy) 

setzen, und ferner für das Produkt aller Größen {aß) einfach U schreiben, 

C,\, = r/t* m 1^(123) (456). 
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Allgemein haben wir also 

(11.) Cl,, = rh' VlTV{aßr)(de'Q= Cl^ 

und 

(12.) ^' = -4=-. 

Es handelt sich nun noch um die Bestimmung von r und h. Dazu benatzen 
wir die Gleichung 

( 1 3.) i ö^isc i42 + «256 Ai + ^356 ^'mSö — ^456 ^356 = ^ . 

Hierin wollen wir setzen ^ = ^4, ^'=^3. Für diese Werte wird 



^«6='-^^J^-||?^^^^^^'(43)(45)(46)(31)(32)(34).^d(.«o), 



A^= '''''^"^^P^^^^^ E\U) (35) (36) (41) (42) (43) a» (s^\ 
WO die Gleichungen 

^4 — ^3 4" ^356 == ^456 ) h ^4 "T ^456 == ^356 

benutzt sind. 

Ferner haben wir 



a,^A = U'E'&'h']ll ^^-^^^ (23) (24) »(^x^) 9(s^). 
Nun ist 

^234 = — ^156 ? also d^ (^234) = ^ (^ISe) 

und 



(23) (24) _ (23) (24) V(156) (234) 



1/(2) >/(21) (23) (24) (25) (26) ^(12) (15) (16) (25) (26) (56) (34) 

Setzen wir zur Abkürzung für den Augenblick 



/i = y(12)(15)(16) (25) (26) (56) (34), 
so wird 

a,5r,i42 = 4Fi;*d^ÄM^i7. -(156) (234)^(^156) 



n 

9* 
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und ebenso 



Ahnlich wird 



0350^4, = W E* »' h' Vn - (256) (134) ,9^(*«o) • 

«356 ^456 = 4F ES'^^ r^ A^> /7n, (356) (124) 6^^ (^35ü) , 
«45o456 = 4F^*dV/i«/7/^,(456)(123)d^(0, 



wo gesetzt ist 



_ 1^(123) (124 ) (356) (456) 
^" (12) (56) 



Setzen wir alles in die Gleichung (13.) ein, so haben wir bei Unterdrückung 
gemeinsamer Faktoren und da, wie man leicht findet, 

^ 1 =±r'A*/7|(356)(124),^^093,o)±(456)(123)^\0}. 

Nun besteht aber nach Analogie der Gleichungen zwischen den Null- 
werten der Theta zweier Variabein die Gleichung 

oder nach Einsetzen der Werte und Unterdrückung eines Faktors 

I =±(356)(124)e'>^(.35o)±(456)(123)^^(.c4«i). 

Nun müssen die Gleichungen (14.) und (15.) mit einander identisch sein, 
weil sonst Gleichungen zwischen den Größen f^(s^ß^ entstehen würden, wie 
sie nicht bestehen können, da sie bei beliebiger Permutation der Indizes 
bestehen bleiben müßten, und zwar, welches gerade & wir auch unter & 
verstehen. Wir bekommen also durch Vergleichung der Koeffizienten 

r^A*/7 = ±l. 
Wir können rechts das positive Zeichen wählen. Dann haben wir 

rh rh ' 

rh^}fn=rh^i'nh=h 
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und demnach nach Formel (11.) und (12.) 



(Id,) ^i = ^' CUr = hl(aßy\(d,l\. 



Dabei ist der naturgemäß unbestimmt bleibende Faktor h mit dem Index 
versehen, und ebenso die anderen Größen, um anzudeuten, daß sie den 16 
zur Periode gehörenden Konstanten zugehören. 

Die Formeln (16.) zeigen deutlich die Analogie mit den 16 Kon- 
stanten, die bei den Theta zweier Variabein auftreten. Man braucht nur unter 
den Größen {aß) zu verstehen a^ — aß^ wo die Größen aj, ...«e irgend 
6 Konstanten sind, um diese 16 Konstanten zu haben. 



§5. 

Wir gehen nun zu den Funktionen über, die zur Periode (o^ gehören 
(Th. I, § 16, S. 37). Wie wir die Bezeichnung wählen, ist in § 1 angegeben. 
Wir haben zunächst Primfaktoren zu bilden. Dabei wählen wir wie in Th. I 
die Halbperiode cui=:ö6 und setzen 



(1.) 



I gi("_r~^' «)- - . <» 

q" = g,(«+/0 ^ _ _ 



(a = l,...6) 



Über die Bedeutung der hier vorkommenden Größen sehe man 
Th. I, S. 30 u. f. 

Das Produkt g\g'l ist konstant und die Konstante a kann und soll 
so angenommen sein, daß g'^g'l:=\ ist Wir haben ferner zu bilden, wenn 
wieder a^ ß^y^8, h^t^ die Ziffern 1, 2, ... 6 in irgend einer Reihenfolge 
bedeuten, 

(2.) Fl-'^g'aMMgl Gi'"=9:ff'ß9r9We9c, 

(3.) F['^r)^g'J^g'^g'^gng'^^ G^'r) ^ g'^ g'<g^^ g'^g'^g'. 

und 



(JI=1,2,...6,123,124,...156) 



(4.) - - , ^' ' , =^V6'(0 = i^A, , J-^ ^r -tV.'5'(0=Öa, 

^ ^ ff, (M+«)(T,(tt — u) ^ ' *' a^(u•\■u)a^{u — u) ' ^^ *' 
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WO S(t) wie in § 2 das Produkt LQ — t^L^t^-Q ... L^t-^Q bedeutet Ferner 
setzen wir 



(5.) 



I 



1 



tG^I+.Wi+/^3 + /^4+/^5 + /"6) = ^, 



^ — 2^« "^ ^«' ^ "" "2 ^"^ ^ /^ß + f^r) — Kßr — — ^^fC- 



Diese Ausdrücke haben wir in die Formeln Th. I, S. 40, II einzu- 
führen. Führen wir F„^G^^ l^ ein, so werden wir passend für den Index n 
von (p setzen (v^a^ führen wir aber ein F^ß.^^ ^aßyy Kßrj ^^ werden wir n 
gleich io^n^aßy setzen. Denn dann werden in Obereinstimmung mit unseren 
schon gemachten Festsetzungen die Funktionen 

^uiiitta^ ^toin^al ^taiaßy^ ^^ia^n^aßr 

gerade Funktionen und die anderen ungerade. 
Danach haben wir 



(ii\) 



y 



EKa 



"»V" V«,.n„(< 



b?) {V'^ « ^a [o, (u - 1:) a, (u'- O 



-(-iya,(u-K)a,(H'-X;)-] 



+ VG,G:[a,(jti + K)a,(u'+i:) 



(^^ = ",2) 



-(-l)*<^,(« + ia)03(«'+i.)]}, 



(IP.) 



rotiTi^a 



EK. 



''' lfu.,njt 



bö k^« öa[<^.(«-0 o^in'+l^ 



^-1 



(IP.) 



^«1 TTj n*aßr 



(/i = l,3). J' 



Ai-i 



-(-1) ' a,(u-Kß;)a,(u'+Kßr)'\ 

(« = 1,3) ' 
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(II«.) 



- (- 1) * 03 (m - l„f,;) Oi(ii!- 1^^)] 



+ MGaßyffaßr [O. (w + Kßr) o, (w'+ Xaar) 



(/<=«,») 



- (- 1) ' <t* + Kßr) 03(«'+ i«^,)]). 



Hierin bedeuten die K Konstanten, die nur von ihrem Index abhängen, 
aber nicht von ^. Und es handelt sich nun im folgenden um die Be- 
stimmung dieser 16 Konstanten oder ihrer Verhältnisse. 

Die Null werte der geraden Funktionen (p, bezeichnen wir mit c,. 
Wir bekommen sie, wenn wir in den Formeln (IP.) t=f, u = u' setzen. 
Setzen wir wieder 






so bekommen wir, da F}''^G[''^=1 ist, z. B. 



- Ir f L(t-t') \ „ ^ ff, ( tt — X) g, (u + l) — a^(u + X) g, (m 
''•i'-i«-«'lv»„.„.(<-«')W • ff(u+5)ff(«-«) 



-^) 



Nun ist aber 



Ol (« — l) Ol (w+ ^) - ^3 («+ i) 03 (m— i) = ' -- , ' • — 

-Qo,« 03M; „^(0|2w)- 
Setzen wir zur Abktlrzung 



(6.) 
80 wird also 

(IP.) 

Analog wird 



(IL«) 



f L(t—t') 1 a\u—a\u 

W»i-. («— OU" * ff (w +«) ff (m— «) ~ ^' 



— 9hn V o,C^Kffr\'^o >) 
-^1^9 ^aßr a,(0i2w)~' 

-'**'^'^'""'~ff,(OI2ü») • 



^7^3 »2^ 



'tüiaßr 



^»2 Wj a/9y 
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Dabei ist zur Abkürzung gesetzt 

Die Größen g und gi werden Konstanten sein. Außerdem ist g gleich 
^1, wie wir jetzt zeigen. 

Wir bestimmen -. Es ist 

9 

Nun ist aber nach Th. I Seite 42, oben 

^ '^ V'7r,«,(^ — ^') cio^ua^u'+ö^ua^u' ^ 

WO cc eine Konstante ist. Diese müssen wir nun aber näher bestimmen. 
Es ist nach den zwischen den Funktionen ip und i> bestehenden Gleichungen*) 

Aus (9.) und (10.) folgt 

eil") - ^l ^ ?L^-~5 -^ ^3^' __ _^/«i ^n^ cX^ — O + ^7i. a>>^7r|CU3ft — ^') 



Hierin wählen wir als obere Grenze von u und t den Wert ^i und 
als obere Grenze von /' und u* den Wert ^3. Dann wird u = 0^ ti' gleich 

der Halbperiode, die a^ in 02 tiberführt, also gleich ^ (Weber a. a. 0. S. 52). 

Ferner wird t — t' gleich der Halbperiode 12. Nun haben wir aber (Th. I, 
§ 16, S. 38) gesetzt 713= 12. Also bekommen wir aus (11.) 



1 a^a^ _ — ^TfroV^Tia 



ttf, 



oder r^== — 1. 

Setzen wir nun in (9.) t'= t und ii'= it und vergleichen die dann ent- 
stehende Gleichung mit (8.), so folgt 



*) Krause^ Traosformation der hyperelliptischen Fanktionen § 10. 
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Will man g genauer bestimmen, so bildet man am besten g-g^ und drückt 
alle vorkommenden Größen als algebraische Funktionen von p aus. Man 
findet dann, wie zu erwarten, daß g konstant ist. Wir gehen darauf nicht 
näher ein. 



§6. 

Wir gehen nun dazu über, die Konstanten K^^.,.Ky^ zu bestimmen. 
Dazu gehen wir von derselben Gleichung aus, die wir zur Bestimmung der 
Konstanten Ci, ... (\^ in § 4 S.8) benutzt haben. In dieser Gleichung denken 
wir uns die Argumente um die Halbperiode Wi56 und dann um u)^ vermehrt. 

So erhalten wir die Gleichungen 



(1-) 



4 
^^ ± (C;roi5G^\i,i5ü+ ^<^.T,.a)<^/i3.-5(i) (VrioU^^i^PittUii + ^^^,«,^^71,(0,1) = 0. 



Diese Gleichungen bestehen für (T = +l und für (y= — 1. Außerdem 
kann man die Indizes 1,...6 beliebig permutieren, wenn nur die Vorzeichen 
der einzelnen Glieder richtig gewählt werden. Wir bezeichnen die in den 
Gleichungen (1.) vorkommenden konstanten Faktoren 

kurz mit r^ß^. Setzen wir nun in den Gleichungen (1.) die Argumente 
gleich Null, so haben wir, da (fn.coyaßy nnd (fn^^o^a ungerade Funktionen sind, 



( 4 



(2.) 



i= 1 ^'* ^ ^^^ ^^ • ^* ^^ « ***» * ^*' — ' 



•^ ^\-50 ^7»,«,» ^«3«ll ■"" ^• 

l 1=1 



Hierin setzen wir für die Größen c ihre Werte aus H^, S. 15 ein 
und bekommen nach Unterdrückung eines allen Gliedern gemeinsamen Faktors, 
und da 

2a2 (2 i^ j2a;) a3(2 ?/ i 2 w) = ^3(0 co) (73(2 ?^ I w) = a3a3(2 ?«), 



(3.) 



.-S?-i56^'M'J3(2A,5,0 = O, 



»«1 

4 



.-2:'-.56A?a3(2i,) = 0. 



»=1 
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Wir wollen jetzt au8 der Gleichung (1.) noch eine andere Gleichung 
herleiten, indem wir die obere und untere Grenze der Integrale mit den 
Nuljstellen m^ und ti^ von H=z^ zusammenfallen lassen und zwar so, daß 
^Ts und gl verschwinden, also g'^ und gl! unendlich werden (§ 5). Ehe wir 
aber die Werte der Funktionen (f einsetzen, wollen wir sie etwas umformen, 
da wir allen (p gemeinsame Faktoren fortlassen oder hinzufügen können. 

Zunächst lassen wir den Faktor 



Eys(t) 



Ol {U + Ü) (7j (U — Ü) 

fort. Würden wir nun die angegebenen Werte einsetzen, so würden einige 
der (p unendlich. Um das zu verhindern, multiplizieren wir jedes (f mit 



'^9s(j9is)' 7 wo (^Tü)' den Wert von g[, für die obere Grenze bedeutet. Setzen 
wir dann die angegebenen Werte ein, so werden (p„^ut,i,Vn,<oii Air 2 = 1,.. .4 
gleich Null. Um die Werte, die wir fUr die anderen (f einführen müssen, 
einfacher schreiben zu können, führen wir folgende Bezeichnungen ein. Es 
ist zunächst f/ag'a = 1 ? also können wir setzen (§ 5) 

(4 ) 7' = vV - = /""-i^" ^'^^ ^^^ "" y^^ 

Lassen wir hierin die obere Grenze mit t?^ zusammenfallen, so be- 
kommen wir einen Ausdruck, der sein Zeichen ändert, wenn man a mit ß 
vertauscht und den wir mit (aß)i bezeichnen. Also 



(5.) («/5), = j/^iC^TU^) !^^? -_fe_ . 



Wenn man will, kann man sich auch noch ein alternierendes Vorzeichen 
hinzugefügt denken. Diese Größen (a/3)i spielen für die Größen K dieselbe 
Rolle wie die Größen («/?)„ für die Größen C (§ 2). Den Index 1 haben 
wir hinzugefugt, weil es sich um zur Periode (o^ gehörende Größen handelt. 

Bei dieser Bezeichnung wird nun für die festgesetzten Werte der 
Argumente z. B. 

/^"ocu ^ ^^ (^^ _ fj \ (2ö),(3ö)X45),(26X(36),C4G); 
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y^;7,ü>,l<^ ^ 



__i ;/ (i5),(iö), 

:^.<oXh -h) V (25), (35).(45)X26),(36)r(46). 



wo das Zeichen <-» bedeuten soll, daß die linken und die rechten Seiten 
einander gleich sind bis auf Faktoren, die allen in der Gleichung (1.) 
vorkommenden q gemeinsam sind. Beachtet man, daß allgemein 

daß ferner .^5+/^«— 2Xi = 2^,5ö((50, S. 14), daß also 

so folgt, wenn wir wieder Faktoren fortlassen, die in der Gleichung (1.) 
allen Gliedern gemeinsam sein wUrden, 



2 , 



,/ (15) , (16j, ,p . 

(fn,<o,i <Pn,^,x ^ \ (25)^ (35)^ (45)7(26)7(36), (46), ^3^^^»^'> 

Setzen wir nun noch analog wie in § 2 

(6.) (51), (52), (53), (54), (56), = (5),, (61), (62), (63), (64), (65), = (6), 

usw., so können wir, indem wir noch den von den Indizes 1,2,3,4 
symmetrisch abhängenden Faktor 1^(5), (6), hinzufügen, schreiben 

Vn,^,X <rn,.o,l ^(15)i(16),fT3(2A,5fi). 

Analoge Gleichungen gelten für (/)„^„^,y;,.,^,, (/ = 2, 3,4). Setzen wir die 
gefundenen Werte in (1.) ein, so haben wir 

ir,^^^(/5),(^ 6), (73(2^,5,0 = 0, 
1=1 

oder, wenn wir noch mit Kl Kl multiplizieren, 

(7.) V,. ^^ (^ 5)^ (^ 6), A7 AI Kl o, (2 A,«,) = . 

Vergleichen wir dies mit der Gleichung (3.), so sehen wir, daß die Größen 
(8.) (ib){i&)K]KlKl (^=1,2,3,4) 

denselben Gleichungen wie die Größen A^s« genügen. Die Gleichungen (3.) 
und (7.) repräsentieren je zwei Gleichungen, da man nach Belieben S in 

3* 
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7\^y gleich + 1 oder — 1 wählen kaun. Aber anstatt von der Gleichnng (1.) 
auszugehen, hätten wir auch von der Gleichung 

[ -f . ± (''-0.-56 + <^ 4,150 + ^<.-50 + <^«4,.-56) 

ausgehen können, welche gilt, wenn für J und e nach Belieben + 1 und — 1 
gesetzt wird, vorausgesetzt, daü jedesmal die Vorzeichen der einzelnen Glieder 
passend gewählt werden. In dieser Gleichung hätten wir dann die Argumente 
einmal um die halbe Periode lo^ und dann um die halbe Periode Wi56 ver- 
mehrt und durch analoge Umformungen wie bei den Gleichungen (1.) würde 
man wieder finden, daß die Größen (8.) denselben Gleichungen genügen wie 
die Größen ä^5g0'-1, 2, 3,4). 

Daraus dürfen wir aber schließen, daß wir setzen können 

(10.) f^Kf^ = (ibUHi),KlKlKl, 0=1,2,3.4) 

wo /sG nur von den Indizes 56 abhängt. Solcher Gleichungen folgen aber 
noch mehrere, da wir ja die Indizes 1,2,3,4,5,6 irgendwie permutieren 
dürfen. So ist z. B. 

(15). (16), K] Kl Kl = f,. Kl,,, (13), (14), Ä'? AI Äl = f,, K\,,, 
(25), (26), KiK\Kl = f^ /i L, (23), (24), Kl Kl Kl = ^ K],, . 

Beachtet man, daß 

^150 — -"^234? -"^256 — -'^n«? 

SO folgt durch Elimination von f^m fzAi K'^^, Kl^, 

K^ _ (25), (26), (2 3), (24), 
A:j-(15),(i6),(f3),(14),' 

oder, indem man mit (12), erweitert, 

At__(2), 

Ki^ii)/ 

Daher kann man setzen 

(11.) A- = r-^/^, 

(a), 

WO r ein von den Indizes symmetrisch abhängender Faktor ist und wo das 
über alle (a/5), zu erstreckende Produkt IT(aß)^ hinzugefügt ist, um die 
Analogie mit den Formeln für die Konstanten C^ (§ 4, (P.)) vollkommen 
zu machen. 
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Nanmehr folgt aas den Gleichungen (10.) 



KU. _ (15), (16). m^ ^ j^ (i5)XJ6)_. (56), (23), (24 ). (34). 
Kl,, (25). (26), i/(i)^ v'C25),C26).(56),(13)7(14),"(34),' 

Setzen wir analog wie frUher 

(«/5).(/^y). (;'«). = (« /:?r)M 

80 können wir also setzen 



^i5,.=eV(156).(234)., 
oder allgemein 

(12.) Kl^r = Q}/(^ccfty\(ßrt),. 

Wir haben noch das Verhältnis zu bestimmen. Dazu gehen Avir 

von der Gleichung (1.) § 6, S. 17 aus. In ihr vermehren wir das eine Mal 
die Argumente um die Halbperiode co^ 12, setzen dann die Argumente gleich 
Null und bekommen 

^^5ii K^m Ol (2 A,50) ± ^'vsti A750 ^3 (2 Ai5o) ± ^356 K^ Oy (2 1,) ± v.^.Kl O^ (2 A3) = . 

Das andere Mal vermehren wir die Argumente um die Halbperiode cüi34 
und setzen dann für die obere Grenze n^ und für die untere Grenze n^,. 
Nach ganz analogen Umformungen wie auf Seite 18 und 19 bekommen 
wir dann 

r,«>(25), (26), Klo, (2 A,5(0 ± ^W, (15), (16), Klö,{2 i,«0 ± '350 ^4^^^ Kl^ o,(2l,) 

+ r ^^'i-)L /n n ^2 1 "i — 

JL ' 450 /35gN -'*^350 ^3 \^ ^3^ — V/ . 

Wären Avir statt von der Gleichung (1.) von der Gleichung (10.) 
dieses Paragraphen ausgegangen, so hätten wir analoge Gleichungen be- 
kommen, wo statt der Größen r andere Größen stehen würden und ebenso 
statt der Größen a3(2ii). Im übrigen aber sind die Gleichungen genau so. 
Daraus dürfen wir schließen, daß die Größen 

V^ Ji^ A"2 I'2 

den Größen 

(25).(26).A- (15),(16).A7, ^§^Kl^,, ^It^'** 
der Reihe nach proportional sind. 
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Daraus folgt z. B. 



2 
56 



Kl (15),(16), K\,, ' 

was nichts neues ist and zur Bestätigang anseres Schlusses dienen kann. 
Ferner aber folgt 

^(.« _ + (15).(16),(45).(46).(56)? A'f 



K\ - (5X(6), Ä 



3 
456 



Setzen wir hierin die Werte für Kl und Klß^ aus (11.) und (12.) 
ein, 80 folgt 

p' = ± r\ 

Da wir auf die Vorzeichen ein fUr allemal keine Rttcksicht nehmen, 
so können wir setzen 

und haben 

(11^) .^ ■" ' («r ' 

Die Analogie mit den Formeln ((I^.) § 4) für die C tritt deutlich hervor. 

Es wäre nun noch das Verhältnis der beiden Konstanten h^ und k} 
zu bestimmen. Aber da weder die Rechnung noch das Resultat einfach ist, 
so lasse ich diese Bestimmung fort. 



§7. 

Die zu den Perioden (ü2 und lo^ gehörenden Funktionen werden sich 
ganz so darstellen lassen, wie die zur Periode (o^ gehörenden. Wir gehen 
darauf nicht näher ein. Wir wollen in diesem Paragraphen die erhaltenen 
Resultate kurz zusammenstellen. 

I. Die zur Periode Null gehörenden Funktionen. 

a) Die ungeraden Funktionen. 

y.,a=c«v^^->a)Z('^-;Ov^.^ It:i;:::'! 

b) Die geraden Funktionen. 
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• 

Zur Abkürzung setze man 
dann ist 

/' TT ( ) 

c) Die Nullwerte der geraden Funktionen. 

^ni aßr = 2 A C aßy tfJ„^ (ßotir) ^ 



wo 



^= 






d) Die Konstanten C. 
Zur Abkilrzuns: setze man 



'O 



dann ist 



G* = 



K maß\ 



(«W,(ay)o(a<J).(a«)o(«a' 

Q^.=A5(«/^(«y)o(/^y)..(<y*)ü(<Jöo(«D... 

IL Die zur Periode (u, gehörenden Funktionen. 
Zar AbkUrzang sei 

(Tj (« + i) a, (?/'+ i) - (— 1)' «Tj (?< + A) Oj (u'+ X) = r,{n, «', ;i) . (e=i», d 

a) Die angeraden Funktionen. 

(/ir:30,2; a = l,2,...6) 
(«i=sl,a; tf^y = 123,124,...15(i) 

b) Die geraden Funktionen. 

v.,,,.=^i-,^Kör'-,,..,,(-","U.)+i'öxr^,,.„(-'.,<-4 

(^ = 1,3; a = l, 2, ...()) 
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2 
(A< = lt,2! «,}j- = :J3, 12*,. ..ISO) 



c) Die Nullwerte der geraden Theta. 

Hier hat k dieselbe Bedeutung wie in (K). Über die Bedeutung von g 
sehe man (6.) Seite 15. 

d) Die Konstanten K. 
Man setze 

(äff), = /^>«-Ö. V py>gp + Vp?>py> 
dann wird 



(«A(«y).(«<J),(aO,(«0. ' 

Die Analogie mit der üblichen Darstellung der Theta von zwei Ver- 
änderlichen tritt besonders deutlich bei den Funktionen, die zur Periode 
Null gehören, hervor. 

§8. 

Es bleibt noch übrig, die Gleichung aufzustellen, durch die die 
Moduln der hier behandelten Theta mit einander verbunden sind, und ebenso 
die Gleichungen, durch die die Argumente beschränkt sind. 

Wir haben hier nämlich neun Moduln, die sechs Nullstellen 7ij,...7fo 
von ^' =//(/;,(/) (§ 1) und die drei Moduln der Theta von zwei Variabein, 
die bei der Darstellung benutzt sind. Da im allgemeinen Falle zehn Moduln 
vorhanden sind, so muß eine Gleichung zwischen den Nullwerten der hier 
behandelten Theta bestehen, die im allgemeinen nicht besteht 

Ferner habea wir für die Argumente Integrale erster Gattung gesetzt, 
so daß sie also nicht frei veränderlich sind. 
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Nan besteht zwischen den Funktionen 
eine Gleichung der Form 

WO die Koeffizienten l von den Argumenten unabhängig sind. 

Aus P. des vorigen Paragraphen folgt dann, daß dieselbe Gleichung 
zwischen den vier ungeraden Funktionen 

^Pn,a^ (pn,al (Pn,a^ (p7f,a (a = l,...ü) 

besteht. Diese Gleichungen, die sicher nicht identisch bestehen, beschränken 
die Variabilität der Argumente. Man bekommt sechs Gleichungen, die 
natürlich nicht von einander unabhängig sein können. 

Weiter folgt aus (1.) und aus P. des vorigen Paragraphen, daß je 
vier Größen 

^noaßyj ^n^aßr^ ^maßr^ ^n^aßy (a^^r = 123,... 15C) 

den Gleichungen (1.) genligen. Daraus folgen 10 Gleichungen, aus denen 
man auf mannigfache Art die Größen l eliminieren kann. Man erhält so 
Gleichungen zwischen den Nullwerten c allein. Diese Gleichungen dürfen 
nur eine Bedingung liefern. Es wäre aber auch möglich, daß sie identisch 
bestehen, was mir aber unwahrscheinlich ist. Daß die Gleichungen in der 
Tat nur eine Bedingung liefern, ist nicht sehr schwer zu zeigen. Aber ich 
will darauf hier nicht näher eingehen, da ich auf diese Gleichungen später 
noch einmal hoffe ausfuhrlich zurückkommen zu können. 
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Zur Theorie der linearen DiflPerentialgleichungen im 
Anschlüsse an das Riemannsche Problem. 

(Dritte Abhandlung.) 

Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg. 



Vorbemerkung. 

Uie vorliegende Abhandlung unterscheidet sich von den beiden früher 
mit demselben Titel veröffentlichten Arbeiten*) namentlich dadurch, daü die 
Theorie der Systeme homogener linearer Differentialgleichungen als ein, wie 
es scheint, naturgemäßes und wichtiges Hilfsmittel herangezogen wird. Der 
von Riemawi**) eingeführte Begriff der Funktionssysteme einer Klasse weist, 
wie wir sehen werden, mit Notwendigkeit auf dieses Hilfsmittel hin, und 
dasselbe bewährt sich, indem es einerseits gelingt, die Invarianten einer 
solchen Klasse durch die Koeffizienten eines linearen Differentialsystems in 
sehr einfacher Weise darzustellen, und andererseits dieser letztere Umstand 
es ermöglicht, den Existenzbeweis für die durch das Äe^man/^sche Problem***) 
postulierten Funktionssysteme ganz allgeviein zu erbringen, also ohne daß 
es nötig wäre, den vorgeschriebenen Fundamentalsubstitutionen, die als Kon- 
vergenzbedingungen bezeich netent) Beschränkungen aufzuerlegen. — Wir 
liefern diesen Existenzbeweis hier zunächst mit Hilfe der methode de con- 
tinuit€j welche Herr PoincareW) für die Lösung des Fundamentalproblems 

*) Dieses Journal Bd. 123, S. 138 ff.; Bd. 124, S. 292 ff. im folgenden mit AI 
und A 2 zitiert. 

**) Fragment, Werke (1892) S. 377 ff. 
***) A 1, S. 160. 
t) A 1, S. 147. 
tt) Acta Mathematica Bd. IV, S. 233 ff. 
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der Theorie der Fuchs%Q\i^n Funktionen ausgebildet hat, bemerken aber, daß 
die Prinzipien, die wir*) fUr die Untersuchung der realen und der imaginären 
Bestandteile eines Fuudamentalsystems von Lösungen eines linearen Diffe- 
rentialsystems entwickelt haben, die Möglichkeit eröffnen, auch andet^e 
Methoden fOr den in Rede stehenden Existenzbeweis dienstbar zu machen. 
Wir beabsichtigen das letztere in einer folgenden (vierten) Abhandlung aus- 
einanderzusetzen und zwar fUr diejenige Fassung des Riemann9iQ\\^x\ Problems, 
die Riemann selbst in dem Fragmente aufstellt und die über die von uns 
bisher festgehaltene Fassung darin hinausgeht, daß an die Stelle der schlichten 
.r-Ebene eine zu einem beliebigen algebraischen Gebilde gehörige liiemawi^che 
Fläche tritt Dieses allgemeinere Problem unterscheidet sich von dem hier 
behandelten wesentlich dadurch, daß die Substitutionen, die das zu be- 
stimmende Funktionssystem erfahren soll, wenn der variable Punkt der 
(2p + l)-fach zusammenhängenden liionaiUi^chQu Fläche die 2p kanonischen 
Querschnitte, die diese Fläche in eine einfach zusammenhängende verwandeln^ 
Überschreitet, nicht mehr willkürlich vorgeschrieben werden dürfen, sondern 
gewissen Gleichungen und Ungleichungen zu genügen haben, die denjenigen 
analog sind, die für die Periodizitätsmoduln der .4/Wschen Integrale bestehen. 
In den Bezeichnungen und in der Nummerierung der Abschnitte 
schließt sich diese Abhandlung an die beiden vorangegangenen (AI und A2) 
an; eine kurze Zusammenfassung der Resultate ist in den Comptes Rendus 
der Akademie der Wissenschaften zu Paris**) erschienen. 

XL 

Es sei auf irgend eine Weise eine Art von Funktionssystemen***) mit 
den Verzweigungspunkten ai,...a^,oo und den Fundamentalsubstitutionen 

A,=(Ai:>), (K=i,2,...o) 

(l , IT = 1 . 2 , . . . 71 ) 

die wir aber jetzt nicht als unimodular voraussetzen wollen, gegeben: 



\Ai, ... A(, / 



♦) Dieses Journal Bd. 128, S. 263fr. Nr. III; diese Abhandlung soll im folgenden 
mit dem Zeichen BS zitiert werden. 

•♦) Comptes Rendus, 18 avril, 1904. 
♦•♦) A 1, S. 160. 

4* 
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Durch n ihr zugehörige Funktionssysteme 

(1.) (?/,>), 0.x = K2,...») 

deren Determinante |y,^| nicht identisch verschwindet, und wo der zweite 
Index X die Ordnungszahl des Funktionssystems, der erste i die Ordnungszahl 
seiner einzelnen Elemente, angibt, ist zufolge des Satzes 1. der Nr. III*) 
die ganze Art in der Weise bestimmt, daß jedes ihr angehörige Funktions- 
systera in der Form 

WO die Pw^^iK rationale Funktionen von x bedeuten, dargestellt werden 
kann. So aufgefaßt, haben wir es also im Sinne Biemamm mit einer aus 
n^ Funktionen gebildeten Matrü (y.J nicht identisch verschwindender Deter- 
minante zu tun, deren Elemente in der durch die Querschnitte {ci^^cx)) = l^ 
zerschnittenen a-Ebene den Charakter rationaler Funktionen besitzen und 
in den Punkten a,, ... a^, oo selbst nicht unbestimmt werden, und die, wenn .r 
den Querschnitt li einmal in positiver Richtung überschreitet, in dem Sinne 
die Substitution A;i erleidet, daß (i/,,) sich in 

(2.) (AiiOO/J 

verwandelt. Wir nennen eine solche Matrix kurz eine Matrix der Art. 
Jede andere Matrix der Art (^,J ist dann in der Form 

(3.) (O=(y.x)(i),0 

darstellbar, wo Pi^ eine rationale Matrix mit nicht identisch verschwindender 
Determinante bedeutet; nehmen wir insbesondere 

SO ist also 

(4.) (^)=0/.«)(«.O, 

wo (^r,,) eine rationale Matrix darstellt, d. h. (i/^J ist eine Integralmatrix*^) 
des linearen Differentialsystems 

/AN dVx ** 



*) AI, S. 162. 

**) Vergl. hierfür, wie auch für die im folgenden anzuwendenden Termini und 
Zeichen die Abhandlung BS. 
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Die Bedeutung der Matrix (a,.) für unser Problem besteht darin, daß 
auf Grund des Existenztheorems für die Lösungen des Differentialsystems (A.) 
die Art auch durch Angabe von (a,«) bestimmt werden kann. Die Form, in 
welcher wir dieses Existenztheorem*) dargestellt haben, fügt sich ganz 
naturgemäß in den Ideeugang des RtemaniiBGheu Fragmentes ein. Wir be- 
zeichnen das Differentialsystem (A.) als eüies der Art, es gehört natürlich 
zur FuchsBchen Klasse, und die Koeffizientenmatrix des allgemeinsten 
Differentialsystems der Art ist nach (3.) und der Gleichung (III.)? Nr. I von BS 
in der Form 

enthalten. 

Wir betrachten nun insbesondere eine zur Hauptklasse**) unserer Art 
gehörige Matrix (^,J, d. h. eine Matrix, deren n Kolonnen Funktionssysteme 
der Hauptklasse sind. Da jedes Funktionssystem der Art durch Multiplikation 
mit einer ganzen rationalen Funktion von x in ein Funktionssystem der 
Hauptklasse verwandelt werden kann, so läßt sich aus jeder Matrix der Art, 
indem man dieselbe von rechts mit einer Matrix der Form 

fS^iOi) ..• ] 
920^)'" 



...gn{x). 

komponiert, wo die g^{x) ganze rationale Funktionen von x bedeuten, eine 
Matrix (i/, J der Hauptklasse herleiten. Jede andere Matrix der Hauptklasse 
(2^1«) geht dann aus (?/,>) durch Rechtskomposition mit einer rationalen Matrix 
(Ä,.,) hervor. Die besondere Form, welche die Elemente i?„ annehmen müssen, 
damit die Matrix C!/»v)(^0 wirklich zur Hauptklasse gehört, lassen sich 
leicht direkt angeben,***) wir wollen aber, um weitläufige Erörterungen, die 
nichts prinzipiell neues ^enthalten, zu vermeiden, die Feststellung dieser Form 
dadurch umgehen, daß wir die hier auftretenden Fragen auf die in der 
Nr. III t) durchgeführten Betrachtungen zurückführen. 



*) BS, Nr. I— III. 
♦♦) A 1, S. 160. 
♦♦♦) Vergl. BS, Nr. VIII. 
t) A 1, S. 162 ff. 
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Die Matrix 

wo die 7\i bis auf r;^, welches gleich Eins zu nehmen ist, gleich Null sind 
und die n>(^>l) durch die Gleichungen*) 

bestimmt werden, ist offenbar nichts anderes als die Wronskkche Matrix 
(5.) (t.-"r)^ (/..=!, 2,....) 

die ihrerseits die lineare Differentialgleichung n-tev Ordnung der Hauptklasse 
(6.) 7/f.- + /'.-j^d+-+i>.y. = 

bestimmt und umgekehrt, von einer links komponierenden konstanten Matrix 
nicht verschwindender Determinante abgesehen, durch diese Differential- 
gleichung, für welche //u,.*.y„A ein Fundamentalsystem darstellen, bestimmt 
wird. — In der Nr. III**) haben wir aber im Anschlüsse an Riemann gezeigt, 
daß sich jedes System z^^,..z^ der Hauptklasse durch die Elemente einer 
zur Hauptklasse gehörigen n>o;i.^A/schen Matrix (5.) in der Form 

G(x).H(x).z^ = Ky,,^h, ^- + ...^h^_,.^j^ («=.,3....«) 

darstellen läßt, wo G(x)^ H(/)^ hi^^ ... h^^^ ganze rationale Funktionen be- 
deuten, deren Beschaffenheit a. a. O.***) angegeben ist. — Da die beliebige 
Matrix der Hauptklasse (1// J aus der TFro/^^Aeschen Matrix (5.) durch Rechts- 
komposition mit 0\v)"* hervorgeht, ist damit die Darstellung eines beliebigen 
Funktionssystems der Hauptklasse durch die Matrix (j/^J gegeben. 

XII. 

Die Erörterungen der Nummern IV t) und VItt) waren wesentlich 
auf das Ziel gerichtet, gewisse Funktionssysteme der Hauptklasse (Haupt- 
systeme) herzustellen, die durch ihre Eigenschaften innerhalb der Hauptklasse 



*) Vergl. BS, Nr. VII, Gin. (6.) 

**) Und ausfährlicher, Handbuch etc. Bd. II 1, Nr. 224 ff. 
***) A 1, S. 164—166. 

t) A 1, S. 166 ff. 
tt) A 2, S. 292 ff. 
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eindeutig bestimmt sind. Die Lösung dieser Aufgabe, welche die Grundlage für 
die Untersuchungen der Nummern VII und IX*) bildete, gelingt nun in sehr 
viel vollkommenerer Weise, als es auf dem damals innegehaltenen Standpunkte 
möglich war, wenn man statt nach Funktionssystemen — also q. i. e. 
Wronski%Q\Ltii Matrizen — nach beliebigen Matrizen der Hauptklasse fragt, 
die innerhalb dieser eindeutig bestimmt sind. — Der Weg, der zu diesen 
Ilauptmatrizen führt, ist durch die Untersuchungen der Nr. IV auch schon 
vollständig geebnet. Wir haben, im Anschlüsse an Riemann^ daselbst gezeigt, 
wie man ausgehend von einem Funktionssysteme der Hauptklasse, welches 
wir a. a. 0. mit ^i, ...y« bezeichnet hatten, jetzt aber 

nennen wollen, zu denjenigen Funktionssystemen der Hauptklasse gelangen 
kann, die für die wesentlich singulären Stellen r/j, ... a^, 00 dieselben 
Exponenten aufweisen, wie das System (I.). Es ergab sich, daü die Mannig- 
faltigkeit dieser Systeme durch die Anzahl der einfach zu zählenden außer- 
wesentlich singulären Stellen des Funktionssystems (1.), d. h. also**) durch 
die Anzahl der einfach zu zählenden außerwesentlich singulären Stellen der 
Wro??5Ä*« sehen Matrix 

bestimmt wird. Wenn nämlich diese Anzahl die in der Nr. IV***) berechnete 
Minimalzahl 

Po ^ 1 - n + (a - 1) -^-^~-< 

um V übertraf, so hing das allgemeinste Funktionssystem der Hauptklasse, 
welches mit dem Systeme (1.) in allen Exponenten übereinstimmt, noch genau 
von v+l linear und homogen eingehenden willkürlichen Konstanten ab. 
Statt nun, wie es a. a. 0. nach dem Vorgange Riemann^ geschehen ist, die 
Anzahl dieser willkürlichen Konstanten durch Erhöhung einzelner Exponenten 
bis auf eine herabzudrücken, wollen wir jetzt wie folgt verfahren. Wenn 
v>«— 1 ist, so reduzieren wir wie a. a. 0. durch Erhöhung einzelner 



♦) A 2, S. 294 ff.; S. 307 ff. 
**) Vergl. A 1, S. 163, 164; BS, S. 279. 
*♦♦) A 1, S. 168. 
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Exponenten die Anzahl der willkürlichen Konstanten bis auf n^ wenn dagegen 
v<Cn'-l ist, so erhöhen wir die Anzahl der willkürlichen Konstanten 
bis auf n dadurch, daß wir einzelne der Exponenten erniedrigen, d. h. also 
von den Bedingungsgleichungen, die a. a. 0. den Koeffizienten der ganzen 
rationalen Funktionen Äo(^), ÄiO^)i ••• Ä—iC^) in Gleichung;(l.) Nr. IV*) 
auferlegt wurden, damit für die im Endlichen gelegenen singulären Punkte 
r/,,...^^ Übereinstimmung der Exponenten stattfinde, eine genügende Anzahl 
weglassen. Wir erhalten auf diese Weise das allgemeinste Funktionssystem 
der Hauptklasse, welches genau (»o + ^^ — l einfach zu zählende außer- 
wesentlich singulare Stellen aufweist, und linear und homogen von genau 
n willkürlichen Konstanten abhängt. Indem wir nun über diese Konstanten 
in geeigneter Weise verfügen, können wir n linear nnabhcingige solche 
Funktionssysteme 

herstellen, durch welche dann jedes andere linear, homogen mit konstanten 
Koeffizienten darstellbar ist. Diese Funktionssysteme (2.) haben dann die 
folgenden Eigenschaften. Ihre Determinante ;z,,' ist nicht identisch Null, 
jedes einzelne Funktionssystem (d. h. die mit demselben gebildete Wronski%o\iei 
Matrix) besitzt (>„ + '^ — 1 einfach zu zählende außerwesentlich singulare 
Stellen, endlich weisen alle diese Funktionssysteme bei allen singulären 
Punkten ai,...a„,cx) dieselben Exponentensysteme auf, und zwar ist, wenn 
wir die dem singulären Punkte a^ (a^_^i = cx)) entsprechenden Exponenten mit 
^i^\ 7i^\ ... r^^^ (a= 1, 2, ... a+ 1) bezeichnen, zufolge der -F?/c/<5schen Relation 
(vergl. Gleichung (5\) Nr. III)**) 

also mit Rücksicht auf den Wert von p„ 

(3.) '£ i;i*> = 0. 

Wir fassen nun die n Fnnktionssysteme (2.) zu einer Matrix (^„) zu- 
sammen. Diese gehört offenbar zur Hauptklasse. Da ferner, wenn wir für 



*) A 1, S. 167. 
**) A 1, S. 165. 
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einen Augenblick 

n 

setzen, das Produkt 

(4.) >,..! . (x^a,y'^...(x-a,')-''o 

(i,x=1.2,...n) 

für alle endlichen Werte von x holomorph und in der Umgebung von 
.r=oo in der Form 



{T"^"''"*"^'0 



darstellbar ist, wo ^( ) eine in der Umgebung von ^ = cx) holomorphe 

Funktion bedeutet, so folgt aus der Gleichung (3.), daß dieses Produkt eine 
Konstante und zwar, da die Determinante Ij,^ nicht identisch verschwindet, 
eine von Null verschiedene Konstante C ist. Hiernach besitzt*) die Matrix 
Cj^iJ) keine außerwesentlich singulare Stelle. — Denken wir uns jetzt die 
jMatrix (j,^) durch Linkskomposition mit einer geeignet gewählten konstanten 
INIatrix (ciJ^) in die zum Punkte x=:ai gehörige kanonische Mat/'iv**) 

tibergeführt, so gehören die sämtlichen Elemente einer jeden Zeile 

,0) .,(/) .»,(A) 

'in 7 W 7 • • • 'iin 7 

im Sinne von Fuchs ^***) zu demselhen Exponenten r^^\ Wenn wir demgemäß 
aus jeder Zeile den Faktor Q^ — a^^'^P links herausziehen und 

setzen, so folgt, da das Produkt (4.) gleich der von Null verschiedenen 
Konstanten T ist, daß die Determinante \LJ, für x^a^ einen endlichen und 
von Null verschiedenen Wert hat. Das Differentialsystem der /WÄ^schen 
Klasse, welches durch die Matrix (j,J befriedigt wird, hat demnach!) für 
alle wesentlich singulären Punkte a\^.--a^^oo die kanonische Form, es ist 



*) A 1, Nr. Iir, S. 163. 
**) Vergl. BS, S. 287. 

***) Dieses Journal Bd. 68, S. 142, Werke Bd. 1, S. 181. 
t) Siehe die Bemerkung 2. Xr. VIT, BS, S. 287. 
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also, da aaßerwesentlich singulare Punkte überhaupt nicht vorhanden sind, 
schlechthin kanonisch*) d. h. von der Gestalt 

(5.) -1-^= 2 —r-r^ii (»=1,2,...») 

^ ^ dx x^j q>(x) ^' 

wo die A,^ (x) ganze rationale Funktionen von höchstens (a — l)-tem Grade 
bedeuten und 

(p (x) = (x — ai)...(x — a^) 

ist. Die Exponenten r5*\...ri^* sind nichts anderes als die Wurzeln der zu 
«ji(^(r+i = o^) gehörigen determinierenden Fundamentalgleichung 

Resaz— ^ — Ji-r ==0. (i,x=i,2....ii) 

(p(x) I 

Da, wie bereits oben bemerkt, jedes Funktionssystem der Hauptklasse, 
welches für alle wesentlich singulären Punkte dieselben Exponenten aufweist 
wie die Kolonnen der Matrix (^r,,) durch diese n Kolonnen linear homogen 
und mit konstanten Koeffizienten darstellbar ist, so ist die Matrix (j.«) durch 
ihre Exponenten innerhalb der Hauptklasse, von einer rechtskomponierenden 
Matrix (c„), deren Elemente willkürliche Konstanten sind, abgesehen, eindeutig 
festgelegt Das gleiche gilt folglich von der Koeffizientenmatrix des Diffe- 
rentialsystems (5.) abgesehen von der Transformation mit der Matrix (c,J: 



(^-r(^)(o, 



die nach der Regel (HL) Nr. I, BS**) dem Übergänge von (j,„) zu (2^^)(c,,) 
entspricht. 

Um die Matrix (cr.J völlig eindeutig festzulegen, wollen wir***) ihr 
die Bedingung auferlegen, daß sie sich für einen bestimmten regulären 
Punkt a- = .ru auf die Einheitsmatrix (J.J reduziert; wir nennen das so be- 
stimmte (%) dann eine (für .r„) normierte Hauptmatrix, Daß diese dann 
wirklich eindeutig fixiert ist, folgt aus der — stets vorausgesetzten — Irre- 
duzibilität der Art 






'Äj, ... A(, 



•) Siehe BS, Nr. VJII, S. 2<»1. 
••) S. 267. 
**') Vergl. Nr. VI, A 2, S. 202 ff. 
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XIIL 

Um die Bedeatung des Fandamentalsatzes für die Theorie der Klassen 
von Funktionssystemen hervortreten zu lassen, denken wir uns die ^^,...^^^<, 
fest. Dann hängt die Art, oder, wie wir der Einfachheit wegen lieber sagen 
wollen, die Hauptklasse noch von den Koeffizienten (Afi^) der Fundamental- 
snbstitntionen ab. Diese /i^a Größen bestimmen also — bei festen ^i, ... (^/^ 
— die Hauptklasse, und können demzufolge als Invarianten de?- Klasse an- 
gesehen werden. 

Das Differentialsystem (5.) der vorigen Nummer, welches durch die 
normierte Hauptmatrix (z^^) befriedigt wird, enthält in seinen Koeffizienten 
ebenfalls genau n'^a Konstanten; wir können diese am übersichtlichsten in 
Evidenz setzen, wenn wir uns (vergl. BS, Nr. VIII.) die rationalen Funktionen 

in PartialbrUche zerlegt denken; es sei dann 



dz^ * S. A 



(»') 



(1.) -S" = 2: -l £ — - ' (*«l,2,...n) 

^ dx 2=1 r=l «2? — ay 

Es handelt sich nunmehr darum, über die Art, wie die ri^a Größen 
A[^J (die Elemente der Fundamentalsubstitutionen A, , . . . A^) von den n^ a 
Größen ^4^*;^ und umgekehrt diese von jenen, abhängen, Aufschluß zu er- 
halten. — Da (j,>) sich für x = x\) auf die Einheitsmatrix (J,.) reduzieren 
sollte, ist*) 

WO wir mit 2' die durch die Querschnitte /i,.../^ zerschnittene .r-Ebene be- 
zeichnen, und folglich, wenn s^^ einen geschlossenen Weg bedeutet, der von 
ic^i ausgehend den Querschnitt 4 einmal im positiven Sinne überschreitet: 

(3.) (A;iO = ^AT(i -ß'-)' a=i,2,...a) 



S. 388 ir.). Daß der Fall n=2 hier eine AusDahme bildet, hängt damit zusammen, daß 
für diesen Fall durch Anwendung der i^McA^chen Transformation (siehe Heffter^ Inaugural- 
dissertation, 1886, S. 5 ff.) die Differentialgleichung stets auf eine solche Form gebracht 
werden kann, daß sie unmittelbar einem schlechthin kanonischen Differentialsysteme 
erster Ordnung äquivalent ist. 

*) Vergl. BS, Nr. VllI, S. 292. 
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Durch diese Gleichungen sind die k\l^ als Funktionen der ^4^^^ dargestellt. Ans 
den Untersuchungen, die Herr Poincare*) für lineare homogene Differential- 
gleichungen j[>-ter Ordnung angestellt hat, folgt, daß die durch die Glei- 
chungen (3.) definierten AJ;J^ ganze transzendente Funktionen der .4{i^ sind. 
Unter diesen ganzen transzendenten Funktionen sind aber im allgemeinen 
gewisse von höchst einfacher, andere von sehr viel komplizierterer Natur. 
So z. B. werden die Wurzeln cü{^^, ... wi^\ der zu der Matrix A^ gehörigen 
Fundamentalgleichnng 

(4.) lAJp — (J,„c/j| =0 (i,*=i,2,...M) 

durch die Wurzeln r{^\ ... r^^^ der zum Punkte a^ gehörigen determinierenden 
Fundamentalgleichung 

(4\) |/l{i^-(y,,r| = 0, 0,x=l,2...n) 

und ebenso die Wurzeln coJ^^^\ ... w^*'"*"*^ der zu der Matrix 

(O.) A(,^i = (A,j, ) = Aj A2 . . . A<, 

gehörigen Fundamentalgleichung 

(6.) |AL^+'^-(y,,a>! = o,.=i,2,...n) 

durch die Wurzeln r^^^^\ . . . r^j^"^^^ der zu .r = cx) gehörigen determinierenden 
Fundamentalgleichung 

(6\)- |^J;j+»)-(y.^r| = 0, o-,x=i,2,...n) 

wo 

in äußerst einfacher Weise, nämlich durch die Gleichungen 

(7.) VJ^^ =:^ e'^'^^^'f (ar = l,2,...«;i = l,2,...a + l) 

bestimmt. Wenn das Differentialsystem (1.) fttr alle singulären Punkte die 
Narmalform**) hat — was sich durch Rechtskomposition von (z,^) mit neu- 
tralen Matrize?!***) stets erreichen läßt — so werden sogar die Elementar- 
teiler einer jeden Matrix (AJ^^ — (y,>a>) durch die Elementarteiler der zu 
^=^A gehörigen Residuenmatrivf) (^li^ — cy,*?-) für >l = l, 2, ... a+1 voll- 



*) Acta Mathematica Bd. IV, S. 212 fr. 
**) Im Sinne von BS., S. 284. 

***) BS, S. 285. 
t) BS, S. 284. 
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kommen bestimmt. In diesem Falle, der z. B. stets eintritt, wenn die Wurzeln 
einer jeden der Gleichungen (4\), (6\) einfache sind und sich nicht um 
ganze Zahlen von einander unterscheiden, sind also durch Angabe der 
Elementarteiler der Residuenmatrizen (4jj^ — J^r) die Matrizen (A[iO ab- 
gesehen von transformierenden konstanten Matrizen bestimmt, wobei natürlich 
auf die Relationen (5.) und (ö\) Rücksicht zu nehmen ist. — Denkt man 
sich die Elementarteiler der Residuenmatrizen etwa durch Angabe der 
kanonischen Formen (afj) der Matrizen {A^^^) gegeben, so daß also 

ist, und ebenso die Elementarteiler der Matrizen (AJ^^ — (J,^a;) durch die 
kanonischen Formen (ajj^) der (AJi^), so daß 

(8^) (A!iO==(«(«iiO(/5LV, a-i,.,...a^,) 

wo (iJiOj (ß?^) konstante Matrizen nicht verschwindender Determinante 
bedeuten, so lassen sich die (afj) durch die (o!^^) in einfachster Weise dar- 
stellen, am bequemsten wohl, indem man die Integralmatrizen der linearen 
Differentialsysteme mit konstanten Koeffizienten 



dri 



(A) 



(9.) ^^ZA^J'^trfi^ (A = i,2,.... + „ 

ZU Hilfe nimmt. Dagegen sind die übrigen Parameter, von denen die Ge- 
samtheit der Matrizen (8*.) noch abhängt, durch die übrigen Parameter, von 
denen die Gesamtheit der Matrizen (8.) noch abhängt, im allgemeinen als 
sehr viel kompliziertere, immerhin aber ganze transzendente Funktionen der 
letzteren Parameter bestimmt 

Diese Scheidung der funktionalen Abhängigkeit der k\l^ von den A^^ 
in eine Kategorie von einfachen Abhängigkeiten und eine zweite von sehr 
komplizierten, ist, wie wir sehen werden, für die Lösung des i?e>wiawnschen 
Problems von der größten Wichtigkeit, indem es dadurch möglich wird, das 
wahre Wesen dieses Problems von allem Nebensächlichen loszulösen. — 
Wir fassen die Ergebnisse dieser Nummer wie folgt zusammen: 
Denkt man sich in dem linearen Differentialsysteme (1.) einerseits 
die «1,...«^, andererseits die kanonischen Formen (a\l^) der Matrizen (^4^^^) 
(für il = l,2,...a+l) fest gegeben^ die letzteren der Gleichung (5*.) gemäß 
und derart, daß das System (1.) für alle singulären Punkte a^^...a^^oo die 
Normalform hat, dann bleiben in (1.) noch gewisse Parameter b^^...by 
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deren Anzahl iV keinesfalls größer ist als n^a — (a + l)n + 1, willktlrlich; diese 
Parameter sind durch die transformierenden Matrizen {¥^^) der Gleichungen (8.) 
und durch die in der Gleichung (5*^.) enthaltenen Beschränkungen in Evidenz 
gesetzt In den Fundamentalsubstitutionen A^ , . . . A^, welche die Integral matrix 
(2.) von (1.) an den Querschnitten /i, ... 4 erleidet, sind dann die kanonischen 
Formen (jxf^) von A; (für >l = 1, 2, .J.. a+ 1) festgelegt; diese Fundamental- 
substitutionen enthalten also noch iV^ unbestimmte Parameter /i,,.../i^, die 
durch die transformierenden Matrizen (ß\l^) der Gleichungen (8*.) und die 
beschränkende Relation (5.) in Evidenz gesetzt sind. Die A, ... /?j\r Bind ganze 
transzendente Funktionen der b^^ ... bj^, also durch Angabe dieser letzteren 
Größen eindeutig bestimmt. Andererseits ist durch Angabe der /?i,.../?jv das 
System der Fundamentalsubstitutionen und damit die Hauptklasse, der das 
Differentialsystem (1.) beziehungsweise die Matrix (2.) angehört, vollkommen 
bestimmt; nach dem Fundamentaltheorem der Nr. XII ist ferner die Matrix 
(O beziehungsweise das Differentialsystem (1.) — da die (a\l^) und damit 
die sämtlichen Exponenten r^^^ als fest angesehen werden — innerhalb der 
Hauptklasse eindeutig bestimmt; es kann folglich nicht zwei von einander ver- 
schiedene Wertsysteme der Parameter 6i , . . . 6^ geben, denen dasselbe Wertsystem 
der ßi^...ßff entspricht. Wir können also ebensowohl die /5i,.../3y als auch 
die 6i,...Ä,v ab die genuinen Bestimmungsstücke oder Invarianten der Haupt- 
klasse ansehen, wenn die aj,...«^ und die (a^l^) (filr >L=1, 2, ,.., a+ 1) als 
gegeben vorausgesetzt werden. 

XIV. 

Wir wenden uns jetzt dem jR/emawischen Probleme zu. Im Sinne der 
in dieser Abhandlung eingeführten Auffassung und namentlich auf Grund 
des Fundamentaltheorems der Nr. XII können wir das Äzemannsche Problem 
wie folgt formulieren: 

Gegeben seien die o singulären Punkte a, , . . . a^ und die a Funda- 
mentalsnbstitutionen Ai, ... A^; man bestimme die Koeffizienten 

A\^ (',»=1,2,...«; i«l,2,...0) 

in dem schlechthin kanonischen Differentialsysteme (1.) voriger Nummer 
derart, daß die Integralmatrix (2.) voriger Nummer die gegebenen Substi- 
tutionen A;i erleidet, wenn x die Querschnitte li im positiven Sinne über- 
sehreitet, d. h. mit anderen Worten so, daß die Gleichungen (3.) voriger 
Nummer die gegebenen Substitutionen A^ liefern. 
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p]s handelt sieb also darum, bei gegebenen ^Ti, ... t/^, die Gleichungen 
(3.) nach den {A^^^) aufzulösen, beziehungsweise den Nachweis zu führen, 
daß diese Auflösung für willkürlich gegebene AJi^ möglich ist. 

Wir zerlegen die Lösung dieser Aufgabe in zwei Teile, einen leichteren 
und einen schxciengeren. Der «leichtere" Teil besteht darin, die A\i^ so 
zu bestimmen, daß die durch die Gleichungen (3.) der vorigen Nummer 
dargestellten Matrizen 

(1.) 4C^.-.tJ ''='•'••••<'> 



Rl 



mit den vorgeschriebenen Matrizen A;i(i= 1, 2, ... a), und die Matrix 

(■^■) -j(i,:^i)<4'(,i,.^.)r---(4(i,,f.)r. 

WO s,,^^ einen von o-,, ausgehenden Weg bedeutet, der den Punkt .r = oo 
einmal im positiven Sinne umkreist, mit der Matrix 

in den Elementarteilern ihrer Fundamentalgleichungen übereinstimmen. Die 
Lösung dieses Teiles unserer Aufgabe bietet nur Schwierigkeiten algebraischer 
Natur dar. Die dabei zur Anwendung gelangenden Methoden sind in der 
klassischen Theorie der linearen Differentialgleichungen so vollständig ent- 
wickelt, daß es überflüssig erscheint, näher auf dieselben einzugehen. Wir 
wollen uns deshalb hier auf die Behandlung desjenigen Falles beschränken, 
wo diese Art von Schwierigkeiten ganz entfällt, des Falles nämlich, wo die 
zu den gegebenen Substitutionen Aj, ... A<, itnd zu A^+i gehörigen Fwidamental- 
gleichungen keine mehrfachen. Wurzeln, also lauter einfache und von einander 
verschiedene Elementarteiler haben. 

Bedeuten dann wieder lo^^^ (^ = 1 , 2 , ... //) die Wurzeln der zu 
A;^ (/. = 1, 2, ... a+ 1) gehörigen Fundamentalgleichungen, so wählen wir die 
(r7+ l)y^ Größen r^^^ den Gleichungen ^7.) der vorigen Nummer gemäß und 
überdies so, daß 

(3.) .^'iyi^>-0, 



/.= ! x=l 



und richten die ^4?^^ so ein, daß 
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sei, wo die Matrix (/l|;+'0 mit (^IJiO^ ••• (^W durch die Gleichung (5*.) 
der vorigen Nummer verknüpft ist. Die 71'^ a Größen i4}^^(i= l, 2, ... a) 
hängen dann noch von 

(5.) N=7i'a-^(n+l)n+l 

willkürlichen Parametern ab. Wir denken uns diese auf irgend eine Weise 
fixiert und verstehen also unter ^4^^^ irgend ein System von n^o Größen, das 
den Bedingungen (4.) Genüge leistet. Für das mit diesen Größen als Koeffi- 
zienten gebildete Diiferentialsystem (1.) Nr. XIII bezeichnen wir die für x^x^^ 
sich auf ißi^ reduzierende Integral matrix mit (^.J und die Matrizen (1.) und 
(2.) mit W)(^ = l,2,...a) und (2l}r*>). Da diese Matrizen natürlich mit 
den gegebenen A^ und A^^.] in den Elementarteilern ihrer Fundamental- 
gleichungen übereinstimmen, so haben wir 

(6.) A,=.(7{i>) e« Ö^L^O'S U = 1.2....a4.1) 

i¥0 die (yfiJO Matrizen nicht verschwindender Determinante bedeuten. In einer 
solchen transformierenden Matrix (ySl^) sind nicht alle n^ Elemente wesentlich, 
sondern nur r^ — n. 

Es seien nun (6}i^) (A = 1 , 2 , . . . a) Matrizen nicht verschwindender 
Determinante, deren Elemente willkürliche Konstanten sind. Wir betrachten 
das schlechthin kanonische Differentialsystem (I\), dessen Koeffizienten- 
matrix durch 



(70 ü(*i:oCJ:«^)(*L'0-' 



dargestellt wird. Für dieses stimmen die Wurzeln der zu «i, ... «^ gehörigen 
determinierenden Fundamentalgleichungen mit den entsprechenden Wurzeln für 
das Differentialsystem (I.) Nr. XIII, d. h. mit den Größen ri^^ (A = 1, 2, ... a) 
ttberein; um auch für die Wurzeln der zu a; = oo gehörigen determinierenden 
Fundamentalgleichung der Differentialsysteme (1*.) und (1.) Nr. XIII Über- 
einstimmung zu erzielen, müssen die ?i^a Größen U^^ noch n — X rationalen 
Bedingungen unterworfen werden. Da die {bf^') nur als transformierende 
Matrizen in betracht kommen, enthalten sie nur (^ — 71)0 wesentliche Para- 
meter, die dann noch jenen n — X Bedingungen zu genügen haben. Man 
kann dann (vergl. die Betrachtungen in der vorigen Nummer) die in den 
&J^' noch enthaltene Willkürlichkeit in einfacher Weise dadurch in Evidenz 

« 

Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 1. 6 ' 
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setzen, daß man diese n^a Größen durch (n^ — n) a — (/i— l) = iV Parameter 
ii,v-^.v darstellt, die keinerlei Beschränkung unterworfen sind. 

* 

Da die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen des 
Differentialsystems (l^) zufolge der über die Fundamentalgleichungen der 
gegebenen Substitutionen Ai, ...A^ und A^^i gemachten vereinfachenden An- 
nahme, einfache und nicht um ganze Zahlen von einander verschieden sind, 
hat das Differentialsystem (1\) ebenso wie (1.) Nr. XIII fUr alle singulären 
Punkte «i,...«a7 ^ diö Normalform,*) es sind demnach die Elementarteiler 
der Fundamentalgleichungen der Substitutionen 

(8.) *J(i (*^:0 (^) (*i«'0-0. a='.^.-+«) 

die die Integralmatrix 



(9.) f I ( i (6|;)) (^) (/,,)-) 



«0 



von (1\) an den Querschnitten 4 (A=l, 2, ... a) und bei Umkreisung von 
x = oo erleidet, durch die Elementarteiler der Residuenmatrizen 

(10.) (6[;>) (4L^o (.m-' - ou ^ = (ij;o {A<^ - ^,> (i?;o-N 

(>' = l,2,...a) 

beziehungsweise 

(11.) - i (ii;0 G4L'0 (i^'O- - OU r 

vollkommen bestimmt. Nun sind aber die Elementarteiler der Matrizen (10.) 
offenbar mit denen der Matrizen (^i? — fy,>r) identisch, und zufolge der oben 
erwähnten ?i — 1 Bedingungen, stimmen auch die Elementarteiler von (II.) 
mit denen von {A\l'^^^'-di^r) überein; es sind also die Elementarteiler der 
Fundamentalgleichungen der Matrizen (8.) beziehungsweise mit denen der 
Matrizen (3lJi^) identisch, d. h. wir haben 

(12.) *J(i (6j;>) (^) (6J;>)-')=(/O(«(/5<i0-, (A=.......a-H.) 

arg 

wo die (Ji\i^) Matrizen nicht verschwindender Determinante bedeuten. 



*) Im allgemeinen Falle treten hier wesentlich kompliziertere Verhältnisse aaf, 
deren Erledigung aber keine prinzipiellen Schwierigkeiten darbietet. 
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Der zweite „schwierigere'^ Teil unserer Aufgabe besteht nun darin, 
zu entscheiden, ob die (^liO^ ^* ^* ^^^ ^^^^ willkürlichen Parameter &i, ... 6^ 
sich 80 einrichten lassen, daß die Matrizen (12.) mit den gegebenen Matrizen 
(6.) zusammenfallen. Diese Frage enthält das wahre Wesen des Rienianu' 
sehen Problems. 

Wenn wir die A,,...A^ als willkürlich gegeben ansehen (natürlich 
mit der in unserer vereinfachenden Voraussetzung enthaltenen Beschränkung, 
die aber für das Prinzip der nun folgenden Erörterungen von untergeordneter 
Bedeutung ist), so hängen die in den Gleichungen (6.) auftretenden trans- 
formierenden Matrizen (yJ;J^) noch von genau iV=;A^a — (a+ l)/i+ 1 will- 
kürlichen Parametern /?i , . . . ßn ab , die keinerlei Beschränkung unterworfen 
sind. Die transformierenden Substitutionen (/^liO? ^^^ ^^ ^^^ Gleichungen (12.) ' 
auftreten, sind für jedes bestimmte Wertesystem der in den linken Seiten dieser 
Gleichungen enthaltenen Parameter ^i, ... i,v durch ein bestimmtes Wertesystem 
der Parameter ß\^>*>ßif gegeben, u. z. sind diejenigen Wertesysteme der 
ßii*^'ßNj die in den Gleichungen (12.) für unbeschränkt veränderliche 
6|, ... 6^ zum Vorschein kommen, nach den Ergebnissen der vorigen Nummer 
als der Wertevorrat gewisser ganzer transzendenter Funktionen der 6i, ... bjf 
darstellbar, und es kann auch nicht dasselbe Wertesystem der ßx^...ßs für 
zwei verschiedene Wertesysteme der b^^...bjj zum Vorschein kommen. — 
Bezeichnen wir ein Wertesystem der unbeschränkt veränderlichen bi^...by 
als einen Punkt B einer Mannigfaltigkeit 3/, ein Wertesystem der unbeschränkt 
veränderlichen/?!,.../:^^ als einen Punkt B einer Mannigfaltigkeit M. Dann 
entspricht also jedem Punkte B von M ein wohlbestimmter Punkt B von 
M, und es kann nicht zwei verschiedene Punkte B^ E von M geben, denen 
derselbe Punkt B von M entspricht. Da aber die Mannigfaltigkeit M in 
dem Sinne eine geschlossene ist, daß sie keine Grenze hat (da ja die 
bi^...b^ unbeschränkt veränderliche Größen sind) und da überdies die durch 
die Gleichungen (12.) dargestellte Beziehung zwischen den Koordinaten der 
Punkte B von M und denen der Punkte B von M eine analytische ist, so 
folgt nach den von Herrn Poincare aufgestellten Prinzipien der methode de 
continuite,*) daß auch jedem Punkte B von M ein Punkt B von M ent- 
sprechen muß. — Es gibt also stets ein — und nur ein — Wertesystem 
Äi,... 6^, für welches die Matrizen (12.) das gegebene System von Funda- 



*) Acta Mathematica Bd. IV, S. 234. 

6' 
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mentalsabstitotionen A^ darstellen, und damit ist die Lösbarkeit des Rie- 
7/2an/28cheD Problems, in der Form, wie wir es za Anfang dieser Nummer 
formaliert haben, allgemein — d. h. ohne daß es nötig wäre, die gegebenen 
Fundamentalsubstitationen durch die Konvergenzbedingungen ^ zu beschränken 
— erwiesen. 

XV. 

Der in der vorigen Nummer erbrachte Existenzbeweis für die dem 
liiertiann^idiitn Probleme genügende normierte Hauptmatrix hat insofern etwas 
unbefriedigendes, als er kein Mittel für die wirkliche Herstellung dieser 
Hauptmatrix gewährt. Die PoeV/^amchen series zetafuchsiennes^ die in dem 
Falle, wo die A,,...A^ die Konvergenzbedingungen erfüllen, eine solche 
Darstellung ermöglichen, versagen in dem Falle, wo die Wurzeln der zu 
den Substitutionen Ai, ... A^, A^^, gehörigen Fundamentalgleichungen von 
Eins verschiedene absolute Beträge haben.**) Wir werden in einer folgenden 
Abhandlung auf andere Methoden für den in Rede stehenden Existenzbeweis 
und im Zusammenhange damit auch auf die Frage der Darstellung zurück- 
kommen; hier wollen wir nur noch kurz auf die Konsequenzen reflektieren, 
die sich aus dem jetzt allgemein erbrachten Beweise für die Lösbarkeit des 
liiemanmGiiQn Problems im Zusammenhange mit dem Fundamentalsatze der 
Nr. XII ziehen lassen. 

Betrachtet man in dem Differentialsysteme (1.) der Nr. XIII die ^i,...^» 
als unbeschränkt veränderliche Größen, und die ^|^' als von diesen unabhängige 
Konstanten, so hängen die durch die Gleichungen (3.) Nr. XIII definierten 
A}^^ von den a,, ... a^ ab. Die Natur dieser Abhängigkeit hat Herr Poincare*^ 
für den Fall einer linearen Differentialgleichung p-ter Ordnung der Fuchs- 
sehen Klasse untersucht, indem er davon Gebraucht macht, daß eine 
solche Gleichung auf ein kanonisches Differentialsystem von der Form 
(1.) Nr. XIII zurückgeführt werden kann. 

Betrachtet man andererseits, wie in den Nummern V — VII,t) bei 
unbeschränkt veränderlichen a,,...a^ die Elemente A^^^ der Fundamental- 



♦) A 1, S. 147. 

♦*) Poincm% Acta Mathem. Bd. V, S. 269, vergl. Handbuch, Bd. II, 2, S. 353. 
***) Acta Mathem. Bd. IV, S. 214; vergl. auch Vogt, Theses (Paris 1889), P. Günther, 
dieses Journal Bd. 106, S. 330, Bd. 107, S. 298. 
t) AI, S. 170 fr., A2, S. 292 ff. 
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Substitutionen als von den (/,,... a^ unabhängige — etwa im Sinne des 
jf2ie//^an/£schen Problems willkürlich vorgeschriebene — Konstanten, so sind 
die i4[;J^ Funktionen der ai,...«^. — Die Resultate der Nr. VII geben nun 

Über die Natur dieser Funktionen, beziehungsweise über ihr Verhalten, wenn 

die ai,...a^ geschlossene Bahnen beschreiben, vollständigen Aufschluß. 

Zunächst folgt aus dem Satze von Fuchs*) daß die Matrix der 

partiellen Derivierten der Elemente der Integral matrix (2.) Nr. XIII, nach 

einem der singulären Punkte ui in der Form 

darstellbar ist, wo die /^ä^ rationale Funktionen von x bedeuten, von der 

Beschaffenheit, daß die Matrix (0^) mit (^,J zu derselben Klasse (Haupt- 

Uasse) gehört. — Daraus folgt, **) daß die (%) als Funktionen von a^ auf- 
gefaßt, in der Umgebung jeder endlichen Stelle a^, die von x und den 
llbrigen a^^...a„ verschieden ist, holomorph sind. 

Wenn die a,, ... a„ auf irgendwelchen Bahnen in die Endlagen ^^1, ... ö^ 
Übergehen, so wird***) die normierte Hauptmatrix {z^^) in eine ebenfalls 
(für x = x,,^ normierte Hauptmatrix (5,J übergehen, die bei den singulären 
Punkten ä,, ... ä^, 00 dieselben Exponenten aufweist wie (j,^) bei a^, ... ^^, oc, 
und die Substitution A^ erfährt, wenn x den Schnitt l^^ der bei der Bewegung 
der rt,, ... «^ aus l^ hervorgegangen ist, einmal im positiven Sinne überschreitet. 

Daraus folgt (vergl. Nr. VH), daß, wenn ai einen einfachen positiven 
Umlauf um den Punkt ;r, beziehungsweise um einen der Punkte aH(Ji<Z^) 
oder a,(;f>>i) vollzieht, die Matrix (j,J in eine für x=^Xn normierte Haupt- 
matrix übergeht, die allenthalben dieselben Exponenten aufweist wie (j,^), 
und die an den ursprünglichen Schnitten /,,... /a die in der Nr. VII t) unter 
(6.), beziehungsweise (7.) oder (8.) angegebenen Substitutionen erfährt. Die 
entsprechenden Änderungen der Al^^ gestalten sich also wie folgt. Bei dem 
Umlaufe von Ui um x werden — da (^,J in Ai(Zi^)Ax^ übergegangen ist — 
nach Formel (IX*.) der Abb. BS,tt) olle Matrizen (xli;^) mit derselben 



*) Berliner Sitzungsberichte 1888, S. 1279 (f., vergl. A 2, S. 295. 
••) Vergl. A 2, S. 29(). 
•*♦) Ebenda S. 298. 

t) A 2, S. 301, 302. 
tt) BS, S. 269. 
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Matrix A^ transformiert. Bei dem Umlaufe von a^^ am a* oder «. wird da- 
gegen jede Matrix (-4J;^) mit einer l^atrix (6^^) transformiert, die so be- 
schaffen ist, daß die durch die Formel (12.) Nr. XIV für i. = l,2,...a dar- 
gestellten Matrizen mit den Matrizen (7.) oder (8.) der Nr. VII übereinstimmen. 

Durch diese Theoreme ist*) zugleich die Frage, wie die Koeffizienten 
eines schlechthin kanonischen Differentialsystems (1.) Nr. XIII von einem 
Parameter t abhängen können, wenn die Fundamentalsubstitutionen der 
Integralmatrix (2.) Nr. XIII von t unabhängig sind, erledigt 

Es bedarf keiner weiteren Erörterung, wie sich die speziellen Unter- 
suchungen der Nr. IX auf das Differentialsystem (1.) Nr. XIII übertragen; 
dagegen können wir jetzt die in jener Nummer stets betonten Beschränkungen, 
wonach die in hetracht kommenden Fundamentalsubstitutionen den Konvergenz- 
bedimjungen zu genügen haben, als überflüssig bezeichnen und ebenso den von 
uns aufgestellten allgemeinen Satz aus der Theorie der linearen Differe^Uial' 
gleichungen**) als von jenen Beschränkungen unabhängig erklären. 

Endlich ist die zwischen Herrn Broden und mir***) erörterte Frage 
betreffs der von Herrn Broden angegebenen Verallgemeinerung des Riemann- 
sehen Problems im Sinne meiner Bemerkung!) als allgemein erledigt zu 
betrachten. 



*) Im Sinne von Nr. V, AI, S. 172 und Nr. VII, A 2, S. 304. 
**) Dieses Journal Bd. 124, S. 47 ff. 
***) Dieses Journal Bd. 125, S. 28 ff. 
t) a. a. 0. S. 30, letzter Absatz. 



Berichtigungen. 

Dieses Journal Bd. 1*23, S. 165, Gleichung (5a.) lies r^^^ statt x^l;\ 

. n « 165, , (6.) , 0(x)n statt ö(.r); 

Dieses Journal Bd. 124, S. 292, Zeile 8 v. u. des Textes, lies genügt statt genügen, 

y, 294, „ 11 V. u. lies aa statt a, 
^ 306, „ 11 Y. u. lies yertauscht statt yertaucht, 
, 307, , 12 lies @ statt 0, 

, , 309, , 9 , /<, „ /, 

„ „ 317, „ 3 am Fuße des Integralzeichens lies sg statt ss, 

kl Mk 

, „318, „ 9 lies ^ statt y, 

319 ist den Zitaten hinzuzufügen: R.ÄlezaiSf Theses (Paris, 1901). 
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Einige Eeihenentwicklungen der unvollständigen 

Gammafunktion. 

Von Herrn M. Lerch in Freiburg (Schweiz). 



Uas Integral 



Q(— a, to)= f e 



» _, dx 



geht nach der Substitution 

Cd 
1 — Z 

in das folgende 

(1.) Q(-a) = w-«y^""^'^(l-^)-'rf 



über. Ich benutze nun die Potenzentwicklnng 



z 



00 



(2.) e '-= ^. ¥',(«,)^', 



yss« 



welche allerdings nur für |^|<Cl konvergiert, und führe in der unendlichen 
Reihe 



oc 



(2*0 € ^-'(1 -£:)«-• = ^^ y,(to)z''(l-^)«-^ 



die Integration zwischen den Grenzen Null und Eins gliedweise aus. Da 
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ist, 80 entsteht die folgende Darstellung der Funktion Q(—a^io): 



(3.) 






Wir setzen o^ als reell und positiv voraus, und bemerken, daB die eben aus- 
einandergesetzte Methode verlangt, daB n in seinem reellen Teil positiv 
bleibt, eine Annahme, die wir festhalten wollen. 

Bevor wir zur strengen Rechtfertigung des benutzten Verfahrens über- 
gehen, wollen wir uns über die Natur und Bildungsweise der Koeffizienten 
V'y(w) unterrichten. 

Offenbar ist 

V,(w) = e'^, 
ferner 



00 



wobei die Integration im positiven Sinne längs eines um den Nullpunkt in 
hinreichend kleiner Entfernung geführten Weges geschieht. 

Setzt man 

1 



- =.X', 



z 



1 — 

so entsteht 

(4.) 2^^• n(c«)= /V--^^^;^ da; 

wobei nun der geschlossene Integrationsweg den Punkt x ~ 1 einmal im 
positiven Sinne umläuft. Dieses Integral hat aber den Wert 

und hieraus folgt 

oder 

(5.) ^,(«')=^^L(^-"«"-'). 
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Wird die Differentiation rechts ausgeführt, so entsteht 

(5-0 F.(»)=.-i(-i)-ci;)^. 

Um über das Verhalten von V^ bei großem v Aufschluß zu erhalten, benutzen 
wir die Darstellung (4.), indem wir als Integrationsweg das Rechteck 

wählen, dessen vier Ecken den komplexen Zahlen -^±Ni, M± Ni entsprechen; 

dabei bedeuten M und N zwei positive Größen, die wir nachher ins Un- 
endliche wachsen lassen wollen. Das Integral kann wie folgt geschrieben 
werden 

und wenn wir beachten, daß auf den Strecken 

(l+Nt...M+Nt), Q-iVK..3/-M), (M^Ni...M+Nt) 
das Produkt 

flir sehr große M und N endlich bleibt, so ist klar, daß die auf diese 
Strecken entfallenden Teile des Integrals gegen Null konvergieren, falls M 
und N unendlich groß werden. 

Das Integral (4.) ist daher dem geradlinigen von x = -^'\'ioo bis 
x^^-^t-x) erstreckten Integral desselben Integranden gleich, und wir haben, 
indem wir ix^ = ^ + iy setzen, die Darstellung 



•^^ ^ 2nJ V^+9>) 



— X 



(•> - i) 

und dies ist wegen 



i^r+i "^y 



ty+2 



1 

».y-2 



= 1 



absolut kleiner als 
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__e ' r "J^ 



l 



— OC —00 



d. h, es bleibt '/^,,(to) absolut kleiner als eine von v uijabhängige Größe M. 

Ich setze nun a = a'+a''t und mache die Annahme, daß a'>l ist. 
Die Rechtfertigung des oben zur Integration von (2*.) angewandten Verfahrens 
verlangt den Nachweis, daß die Reihe 









konvergiert und zugleich mit e unendlich klein wird. 

Die absoluten Beträge ihrer Glieder sind offenbar kleiner als die- 
jenigen der Reihe 



1— « 



welche wiederum kleiner sind als die der folgenden 



A'= im f ^^ (1 ~ zy -' dz 







Diese letztere Reihe ist aber offenbar 

M.vl 



A'=i:-n-r 



und konvergiert unter der gemachten Annahme a' > 1 . 

Die Reihen A* und A sind daher konvergent, letztere offenbar gleich- 
mäßig in Bezug auf die Veränderliche c zwischen ^ = und c = l. Der 
Grenzwert 

limil 

wird daher nach einem bekannten Satze der Elemente durch direktes Ein- 
setzen von ? = in die Reihe A gewonnen, und dies gibt 

lim .4 = 0; 
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hieraus folgt a fortiori 

was eben zu beweisen war. 

Im Vorhergehenden ist also die Gleichung (3.) für den P^all, da£ der 
reelle Teil der Veränderlichen a größer als Eins bleibt, streng bewiesen. 
Die Koeffizienten werden durch (5*.) für v>0 in endlicher Form gegeben, 
wozu noch die Festsetzung 

hinzukommt. 

Wegen der Gleichung 

4 

kommt noch die Ungleichung 



-« Ä + y 



1 
tt) 

2 



(6.) \'I'r(^)\<e 

zum Vorschein, die bei der wirklichen Rechnung behufs Fehlerabschätzung 
nützlich sein kann. 

Schreibt man (3.) in der Gestalt 

p—lO CO ^ f 

SO drückt sich die linke Seite vermöge der bekannten Fnnktionalgleichong 

aQ(-a) = e-"'a)-''- Q(l -a) 
in der Gestalt aus 

WQ(1— a) 



a ' 



und man hat daher anstelle von (3.) die Entwicklung 



» v! 



Setzen wir also 

(7.) ^.H=i(-ir'Ci!)^' 
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SO wird 



,— Ctf X 



(8.) ^^(l-«'«')=.a-.i(«+i)(aT2)-.(a + n)' 

solange der reelle Teil von a größer als Eins bleibt. 

Für wirkliche Rechnung wird diese Entwicklung natürlich erst für 
größere a brauchbar sein, und zwar gibt dann eine nur geringe Anzahl von 
Gliedern die gewünschte Annäherung. 

Eine andere Entwicklung von Q(l— a), in welcher als Koeffizienten 
wieder die G^ (co) auftreten, gewinnt man auf folgende Art. 

Die bekannte Formel 



geht durch die Substitution 

.1+1=4-, 

über in 

(I 

Diese Gleichung findet statt, solange der reelle Teil von a positiv bleibt; 
nimmt man aber an, daß derselbe zwischen Null und Eins enthalten ist, so 
läßt sich die Entwicklung (2.) anwenden und es kommt 

(I 

Das im allgemeinen Gliede rechts stehende Integral hat den Wert 

r(a + v)r(l-a) ^ a(a+l)(a + 2)...(a + v-l) /./«W'Cl-a^ 

/'(»' + 1) >>! w \ /» • 

und unser Resultat nimmt demnach die Gestalt an: 






a(a + l) 



Hier setze ich nnn a=l—s und beachte, daß in unserer Schreibweise 
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dadurch entsteht die Gleichung 






Dieselbe wurde allerdings nur unter der Annahme bewiesen, daB der reelle 
Teil von s zwischen Null und Eins enthalten ist, aber die Reihe konvergiert, 
sobald der reelle Teil von s positiv ist Die Konvergenz ist Übrigens eine 
nur sehr langsame, und die Betrachtung entbehrt der Strenge. 

Um Sicheres zu gewinnen, ersetzen wir das Integral in der Aus- 
gangsgleichung 



1 - '«' 



IXl^s) Q(s, «0= / e '-' j-*(l - j)-^rfj 







durch ein Schiingenintegral 



tal 



J= fe '-''z-'(l^zy-'rh, 



(i,u,i) 

Der Integrationsweg ist hier eine geschlossene Linie, welche vom Punkte 
z=l ausgeht und die Strecke ... 1 im positiven Sinne umläuft. Man 
kann dafür speziell die Sukzession der geraden nördlich von der Achse zu 
denkenden Strecke l...(», des Kreisumfanges (q) mit dem kleinen Halb- 
messer (f um den Nullpunkt herum, und des südlich von der Achse zu 
denkenden Segments Q...1 setzen. 

Auf dem Integrationswege bleibt die Funktion 



Ctf 



unzweideutig bestimmt, sobald man die Festsetzung macht, für (1—^)*"** den- 
jenigen Zweig zu wählen, der für unendlich kleine z in 1 übergeht. Was 
die Funktion z~' betrifft, so setzen wir fest, daß sie auf dem Segment 
!...() im arithmetischen Sinne genommen wird, also 

z~* = e^'^'^^' und \ogz reell; 

die Fortsetzung längs des Kreises ((>) in die Strecke (>... 1 wird dadurch 
vollkommen bestimmt, und zwar erhält die Funktion im Punkte z von 
p • . . 1 am südlichen Ufer den Wert 

ZT" e-*'"*; 
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demnach wird J sich in folgende Teile spalten: 



(tf I Ol 



J^fe >-' 5- (l-2r)-'rfj +/'+«-'""/'<; •-' j- ( 1 -;?)-' rf^, 



(e) 



• 

wobei das mittlere Integral längs des Kreises {q) zu nehmen ist. Zieht 
man das erste und das dritte Integral zusammen, so entsteht 



1 •* 



J=f+ (^"'"••- \)f e *-' z-'(l-^)'-> dz. 

Falls nan der reelle Teil von s zwischen Null und Eins genommen wird, 
nähert sich das Integral 

fe~''*z'\\-zy''dz 
(?) 

zu gleicher Zeit mit p der Null, und wir erhalten bei diesem Grenzüber- 
gänge (> = die Gleichung 

J=(e-^«» -1) r(l -60 Q(^, w), 

hieraus also die wichtige Gleichung 

(A.) l\l-^s) Q(s, o^y^-^^J^_- J\^^'^ z-^ 

0,ü,i) 

Dieselbe ist zwar unter der Annahme bewiesen, daB der reelle Teil von s 
zwischen Null und Eins enthalten ist, sie behält aber ihre Gültigkeit für jedes 
Gebiet der 5- Ebene, in welchem die rechte Seite einen Sinn hat; speziell 
findet (A.) statt, sobald der reelle Teil von s positiv bleibt; wir werden an- 
nehmen, daß derselbe größer als Eins bleibt. 

Wir betrachten anstelle von (A.) zunächst die Größe 

(r,0,r) 

wobei 0<;r<;l und der Integrationsweg in z = r beginnt und endigt, 
sodaü 
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Nun läßt sieb in (B.) die Entwieklung (2.) benutzen, da dieselbe 
längs des gesamten Integrationsweges (r, 0, r) gleichmäßig konvergiert. 
Wir erhalten 

(r,0,r) 

Nan spalten wir dies in 

wobei n eine feste, hinreichend große ganze Zahl ist und 

(r,0.r) 



Ä.0-) = 1 V,{yi)-^ fz'-'(\-zy-^dz. 






Nun ist 



•1°; /= / 

(r.O,r) (1,0,1) 



also 



1"; \,^ /--^^-^y-'ä.y-'m^' 



r=l 

(r,ü,r) 



also 

Ferner ist für v>n^ falls n hinreichend groß, 

,-=äirr f^'-'0^-^y-'dz= f z^-'ix-zy-^dz 

(r,»,r) ü 

also 



(I 



Bedeutet ä' den reellen Teil von ä, so besteht wegen der oben bewiesenen 
Tatsache 

\V^{<o)\<,M 
die UngleichoDg 

I ^, (w) /"" «-' (1 - zy-' dz I < il/y ' z*-" (1 - ?)"-• rf2. 



II (I 
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Damit ist bewiesen, daß die Reihe li„(r) sich aus Gliedern zusammensetzt, 
welche absolut kleiner bleiben als die entsprechenden Glieder der Reihe 
positiver Größen 



r=ii 



der asymptotische Wert entfernter Glieder der letzteren ist nun 

Mr(8') 



sie ist also konvergent, falls ^'>-l ist. Damit ist aber die gleichmäßige 
Konvergenz in Bezug auf r der Reihe Ä„(r) bewiesen, und man hat demnach 

limi?.(r)c= i^/^^(to) f'z^''n^,y'^dz, 



was eben die Reihe 

l'^,(«,)^WV+i-*). 

ist. 

Durch die vorliegenden Ausführungen ist die Gültigkeit der Gleichung 
(9.) unter der Annahme, daß der reelle Teil von s größer als Eins bleibt, 
streng bewiesen. 

Wir wollen nun eine Relation ableiten, aus welcher sich eine Ent- 
wicklung der Funktion Q(a, 1) ergibt, welche in ihren Gliedern die Größen 
l\a + c+?ii^ enthält. Die Kenntnis der letzteren Funktionen würde also 
zu einer bequemen Bestimmung von Q{a) ausreichen. 

Ich betrachte die Funktion der reellen Veränderlichen § 

wobei CO reell und positiv ist, ebenso wie ^, ferner wird auch die Hilfs- 
größe c reell und positiv vorausgesetzt, und zwar so groß, daß der reelle 
Teil von a + c positiv ausfällt. 

Die Reihe ist offenbar konvergent, und zwar beinahe so intensiv wie 
eine geometrische mit dem Verhältnis 

e ^ 
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Ferner ist 

F(S+l)=F{sy, 

die trigonometrische Entwicklung von F(S) kann in der Gestalt 

F(s)= i ^^'"^'••' 



— 00 



angenommen werden, nnd zwar wird 

.1 



A^^f F(J)e-'^^^d^. 



Führt man die Integration an der zugrunde gelegten Reihe F($) 
aus, so ergibt sich 

Am — 



— OD 



/ 



C'\-ita fti<^+''* 



oder, wenn man x durch - ersetzt : 

V 



A. 



2men /» * 

+ <? + ix) dx 



_ e < / r(a 

'^ t J 






.00 -^ioe 

Setzt man für einen Augenblick 



2mn 



(0^ = 0)6 ' , 

80 kommt alles auf die Bestimmung des Integrals 



L= 



= / 



r(a + c -f ix) dx 



— 00 



an. Dasselbe geht nach Substitution von 



r{a + c + t\T) = f *e-' ^+^+"-' rf2: 



I) 



in das Doppelintegral 

• / 2 V+** dx 



J J ^M/ C + tX 



tl — X 

Über. Nun ist aber bekanntlich 



r^j^^ dx f^^i wenn ä:>1, 
J c + ix lo, wenn 0<^'<Cl, 

— OD 
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also bleibt aas unserem Doppelintegral 



= 2,/ 



X 



1 = 271 / Cz^-'dz. 



d. b. es ist 

(1*0 ./""^^^-'4Sf = 2''Ö(".'".)- 



— ae 



Damit baben wir die Koeffizientendarstellung 
und infolgedessen die Relation 



(11.) 



( 2n » ;-^(c+«Ö 



2mrr , . . -^ 2«»/i 



= 2; 



2: ^ ' Q{aja)e ' j 



=^ a (r + t7n + it^) «c+«»+»'5 • 

r 

leb wäble darin 1=0, a> = l und sebreibe sie wie folgt 

O 9 OD ^«"g^ X ?ü^\ O « 2aicit 2wff 

_ » r(o4-c + t n0 
«=-« c + tnt 

Hier lä£t sieb links die zweite Reibe dureb eine scbnell konvergierende 
ersetzen, wenn man die Eule7''Dy7mche Gleicbung 



Q(a,e ')=^r(a)-P{a,e ') 
benutzt nnd die Sommation 

(D.) 2:e~~"P(a,e~~'') 

■1=1 ^ '^ 

mit Hilfe der Darstellung 

2lRW . - 

/ ^mn ^ — - (a+n) 

p(„,.-.)=.ä(-l)-'„T(i+^ 
ausfübrt; dies liefert die Größe (D.) in der Form 
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OD 



(-1)' 



nl{a'\'n)\e* -^ V 



'. •» 



Man erhält daher fUr die Funktion 



Qia)^/' 



e~* oti""^ dx 



» » 



. . . ■■ ^ . >s 



■ . : j I .. 



die Darstelliing 



I 



. j ^ . -/ . 



(12.) 



Q(fl)- 



t ^r{a'\'C-\'ntiy 
27T^ c + nti 






• : 



-in 



(a-k-c-^n) 



-0 



00 



2mc;i 



2tii/r 






Wird hier z.B. if=l, c = l genommen, 80 wird die letzte Reihe rechts 
einen Wert ergeben, der kleiner als 10~^^ ist, also ohne weiteres unter- 
drückt werden kann. 

Um hier zur Grenze für c = überzugehen, beachte ich, daß für 
unendlich kleine c die rechte Seite von (12.) in 

^ " r(a + »a)— r(a— na') , t r(a + c) 
2; —^, [- 



27rn=i 



nti 



2n 



-'■W(2-S-.-?)+# 



(-!)• 



n! (a + w) V 



2n 



ia+n) 



-l) "-' 



Übergeht, und somit kommt 



Q(a) = |i'(«) + 2^^"(«) 



(13.) 



,J_^ r(a + nti)—r(a — ni i) 



Die yorteilhafteste Wahl der HilfsgröBe t wäre t^2. 



* •• ^ »•* ■«. 



8' 



60 Lerch^ einige Reihenentvncklungen der unvollständigen Gamma funhtion. 

Eine andere Art Entwicklungen der (^-Funktion sind diejenigen, 
welche sich der Theorie der Reihe 

OD fi—iia-\-»-\-n)u 

(14.) *(^)=-2^r-r— r-^ 

anschließen. Darunter gehört die wohlbekannte Entwicklung Hernüte%*) 
und diejenige, welche ihr Herr Mellin**) zur Seite gestellt hat. In der 
Reihe (14.) wird vorausgesetzt, daß u im reellen Teile positiv ist; ich setze 
übrigens u reell und positiv voraus. 

Fuhrt man an der Reihe (14.) die Integration 

4>(x)dx 

u 

aus, so erhält man als Integralwert 

r.'{^'^»)u ^g oder /'%-'« "^^ 

1) ta 

was man auch so schreiben kann: 

-, dz 



"-'/ 



00 



tau 

Demnach ist 



(15.) f'4>(x)dx=Q(l-s, ua})'it'-' 





Entwickelt man nun die Funktion 






nach Potenzen von x, so entsteht 



00 g— (w + »)m 



^ ^ m=ü ^my «=o (« + ny 



+m* 



Diese Entwicklung konvergiert im ganzen Intervall 0^a;^l gleichmäßig 
nur dann, wenn o)^l ist; unter dieser Annahme erhält man, wenn man 
auf beiden Seiten mit e^'^dx multipliziert und von bis 1 integriert, ver- 



♦) Dieses Journal Bd. 90. 
*•) Acta math. Bd. 2. 
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möge (15.) die Relation 

(16.) Q(l-5, ww) = i(~')P(m+l,i/)6X5+m), 

wobei zar Abkürzung 

(17.) g(a) = J^ ,^ ^ , 

gesetzt wird and die Koeffizienten 

P (m+ 1 , w) = A-'^"' dx 



sich leicht in endlicher Gestalt darstellen lassen. Für a = 1 geht diese Formel 
in die HermiteBohe über. 

Ich schreibe nun die Gleichung (16.) in der Gestalt 

/''*(I-a;)G?a;=w-^ö(l-^, ww), 

u 

und berechne das Integral, indem ich zunächst die Funktion 

nach Potenzen von x entwickle. Dadurch entsteht 

*(l-:r) = e-^(-l)-( 0^^^ /_i_ w. ^ 

eine Reihe, die so schnell konvergiert wie die geometrische mit dem Ver- 
hältnis ^ . Die Integration nach j: zwischen Null und Eins ergibt 

(18.) Q(i -., i^c.)= i;^(-i)-(-0^(^^+ 1, ^)Si(^+^), 

wobei die Bezeichnung 

(19-) ''^l(fl)= J: / . V. a » 

nnd 



^ (»1 + 1 , m) = y Vaf"rfa; 



U 



gebraucht wird. Letztere Größe läßt sich wieder in geschlossener Form 
durch Elementarfunktionen ausdrücken, und zwar ist 
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Diese Entwicklung (18.), welche ich in den Prager Berichten vom Jahre 
1889 auf einem anderen Wege gewonnen habe, geht für 1^ = 1, a)=l in 
die freilich früher publizierte Formel des Herrn Meilin über. Da sich 
letztere nur auf diesen Spezialfall bezieht, in welchem aber die Konvergenz 
für den wirklichen Gebrauch zu schwach ist, so gebührt der Vorzug doch 
der Hermite^oiiQXi Entwicklung, da sich letztere für einigermaßen große 
CO wirklich verwenden läßt. 

Es sei nun ^^2 eine ganze Zahl und man setze ucu = ^, a; = A; — 1 
also 

Setzt man dann 

(19«.) Ä(«)=£V' 

SO nimmt (18.) die Gestalt an 

(l8^) Q(i-.,.)=i(-i)"(;;)^+L_«lÄ(,«+.); 

für kleine u ist der Quotient 

von ~-7-j nur wenig verschieden, also verhält sich der als Koeffizient in 
(18\) vorkommende Ausdruck 

ungefähr wie 



m+V 



Ist also der reelle Teil von s größer als Eins, so wird man in (18\) die 
Zahlen /2(m + ^) auf eine Anzahl von Dezimalstellen berechnen müssen, 
welche mit abnehmendem u wächst; dabei konvergiert die Reihe (19\) sehr 
langsam, wenn u klein wird. Brauchbar wird also unsere Formel (18\) 
doch, nur für größere z. Bei ihrer Anwendung hat man zunächst einzelne 
Glieder der Reihe 
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BQ berechnen; die Glieder der Reihe R{s + m) entstehen aus ihnen durch 
die Division bezw. mit 

Wir schließen unsere Betrachtungen mit einer halbkonvergenten 
Entwicklung der Reihe 

Dieselbe wird bekanntlich durch ein bestimmtes Integral ausgedruckt, das 
entsteht, wenn man in 








über /i = 0,l,2,,,, summiert. Wir setzen voraus, daß ä>0. Es kommt 

u 

Schreibt man ux anstatt x^ so kommt 

U 

Hier benutzen wir den bekannten Satz 



wobei O<C0<1, und B^^Bz^B^j... die positiven 5^'no wZZtschen Zahlen 
sind. In unserem Falle ist z=u(l+x) und wir erhalten daher folgende 
Darstellung der Größe (21.): 

1 /• » Ä*""* dx 1 



■Tis) n«',*) = i/ V-^ + ^/ V-^-' rf:r 

I) 

+ 1 (- 1)"-» ;^ n'"-' fe-"^ a:*-' (1 + .r)''-' rfx 
1 C^ V • »^ 









(2;» +2)! 
(u<«'<:i) 
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Wird das letzte Glied der rechten Seite mit (— l^Ä^ angedeutet, so 
ist offenbar Rp positiv und kleiner als der namerische Wert desjenigen Ans- 
dmcks, der als neues Glied zum voranstehenden Aggregat hinzukommen 
wtirde, falls man p um eine Einheit wachsen ließe. 

Nun ist aber, wie oben bemerkt, 

« _«. Ä*~* da 



/"^"''i^=^'-^'Wö (!-*'")> 



11 



und wenn man die Identität 

^ ^ acrO ^ a ^ 

benutzt, so kommt 



was aber den Wert 

2r-i .2v-l\r(s + a) 
a=0 ^ a / (wcü)'+« 

hat Setzt man demnach 

(22.) e(,,.).=!£-e'-l)t(£±J):df+£.-l), 

SO erhalten wir aus obiger Gleichung 

ir' W{o}, s) ß-^'" = - Q (1 -.9, um) + 



u^^ ' ^ ' 2(uwy 

r-1 B, 



»— ttCU 



wobei rechts eine halbkonvergente Reihe steht, in welcher der Rest absolut 
kleiner bleibt, als das erste vernachlässigte Glied. 

Ersetzt man um durch z^ so nimmt unsere halbkonvergente Ent- 
wicklung die Gestalt an: 



(23.) 



00 ^— IWM— « 1 
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Wenn man hier auf beiden Seiten mit u multipliziert, so entsteht eine halb- 
konvergente Bestimmung von Q{l'-Sjz) bei positivem reellem s, welche die 
Berechnung einer einzigen Reihe des He)*mite%chGn Typus, nämlich 



OD j, — mit 



2: 



(mu-^-zy ' 

erfordert. Diese Reihe ist — ins Komplexe übertragen — mit derjenigen 
identisch, welche Malmsten und Lipschitz zuerst untersuchten, und die ich 
unter der Bezeichnung 



ü(w^ x,s)= 2: 



OD ßlnxni 



n=(j (w + ny 



bei verschiedenen Gelegenheiten betrachtet habe, namentlich in meiner 
Abhandlung über die MalmstemQ\ieji Reihen, welche sich in den Schriften 
der Prager Akademie vom Jahre 1891 abgedruckt findet. 
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Zur Theorie der vertausehbaren Matrizen. 

Von Herrn J. Schur in Berlin. 



iJekanntlich lassen sich unter den Matrizen 

des Grades n auf unendlich viele Arten n^ linear unabhängige angeben. 
Jedes solche System A^^^A^^...A^i_y^ besitzt dann die Eigenschaft, daß sich 
jede andere Matrix n-ten Grades A in der Form 

darstellen läßt. Da nun für n^\ nicht je zwei Matrizen vertauschbar sind, 
so kann es für n^\ kein System von n^ linear unabhängigen Matrizen 
72-ten Grades geben, von denen je zwei vertauschbar sind. Es entsteht 
auf diese Weise die Aufgabe, die größtmögliche Anzahl linear unabhängiger, 
unter einander vertauschbarer Matrizen 72-ten Grades zu bestimmen. 

Es möge die gesuchte Zahl mit v^+l bezeichnet werden. Sind dann 

i\ + \ vertauschbare Matrizen, die linear unabhängig sind, so muß offenbar 
jedes der Produkte AßA^ in der Form 



^n 



% 



^ß^r'^^ ^p<^ßr^ci 



darstellbar sein, wo die c^ß^ gewisse Konstanten sind. Die Gesamtheit der 

Matrizen 

.ru/lo + .rii4, + ... + .r_ .4, 



"n ^n 



mit beliebigen Koeffizienten x^ bildet daher nach der von Herrn Frobeinus*) 

*) Theorie der hyperkomplexen Größen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 
1903, S. 504. 
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angewandten Bezeichnung eine kommntative Gruppe der Ordnung v^ + 1. 
Die oben gestellte Aufgabe läßt sich mithin auch folgendermaßen formulieren: 
„Welches ist die größtmögliche Ordnung einer kommutativen Gruppe von 
Matrizen n-ten Grades?" 

Im folgenden wird bewiesen: 

!• Die Ordnung einer kommutativen Gruppe von Matrizen n-ten Grades 
ist höclistens gleich |-tJ+1* 

Hier bedeutet [^J, wie Üblich, die größte ganze Zahl, die ~ nicht 

übertrifft, d. h, für gerades n die Zahl j , für ungerades n die Zahl . ' 

Sind in einer Gruppe ^ von Matrizen n-ten Grades zwei Teilgruppen 
^1 und ^3 enthalten, die außer der Null kein Element gemeinsam haben, 
und läßt sich jedes Element von |) als die Summe eines Elementes von 
$1 und eines Elementes von .^2 darstellen, so möge ^ als die Summe*) der 
Gruppen ^^ und ^2 bezeichnet werden. Die aus den Matrizen xE^ wo E 
die Einheitsmatrix n-ten Grades bedeutet, bestehende Gruppe werde mit @„ 
bezeichnet Ferner soll eine Gruppe eine Wurzelgruppe**) genannt werden, 
wenn jedes Element der Gruppe, zu einer gewissen Potenz erhoben, gleich 
Null wird. 

Es gilt dann der weitere Satz: 

IL Jede kommntative Gruppe von Matiizen n-ten Grades^ deren Ordnung 
gleich 1 tJ + 1 ^^ ^^ A'^ n>3 gleich der Summe der Gmppe @„ und einer 

Wurzelgruppe der Ordyiung I x J ? ^^ ^^ ^^ Produkt von je zwei Elementen 
gleich Null ist. 

Auf Grund dieses Satzes genügt es daher (für n>3), die kommu- 
tativen Wurzelgruppen der Ordnung [^ J zu bestimmen. 

Kommntative Wurzelgruppen dieser Ordnung lassen sich für jedes n 
leicht angeben. 

Ist n=:2m, so bildet die Gesamtheit der Matrizen {a^i)^ in denen für 

x<im oder ^ > m 



*) Vergl. Frobenius, Theorie der hyperkomplexen Größen II, ebenda S. 634. 
♦•) Frobeniua, a. a. 0. S. 635. 

9* 
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die Größe a^i gleich Null ist, während die Übrigen m^ Größen a^x beliebig 
sind, eine solche Grappe, die ich mit ^iU bezeichnen will. Ist 7i = 2m+l, 
so kann man (für m>>0) zwei kommutative Gruppen der Ordnung 

m' + m = [y 

angeben. Die eine Gruppe umfaßt alle Matrizen (a^i)j in denen ^«^ = 

ist, falls 

x<7/i oder Ä>m 

ist, die andere Gruppe umfaßt alle Matrizen {a„x)j in denen o^i = ist, 

sobald 

;f<Cm+l oder >L>7?i+l 



ist. Diese beiden Gruppen bezeichne ich mit ^(» und %. 

Ich nenne ferner allgemein zwei Gruppen ® und ^ von Matrizen 
n-ten Grades, deren Ordnungen einander gleich sind, äquivalent^ wenn sich 
eine Matrix P von nicht verschwindender Determinante bestimmen läßt, so 
daß für jedes Element 4 von ® die Matrix PAP'^^ in ^*) enthalten ist 
Dann läßt sich der Satz II noch folgendermaßen präzisieren : 

III. Ist 7i4=3, so ist jede kommutative Wurzelgruppe der Ordnung 

I — I von Matrizen n-ten Grades für gerades n der Gruppe Sl^, für ungerades 
n entweder dei' Gruppe S(^ oder der Gruppe 8C**) äquivalent. — Für n = 3 
ist eine kommutative Wurzelgruppe dei' (h*dnung \-t\ = 2 entweder der Gruppe 
Äa oder der Gruppe Sl^ odei* auch der durch die Matiizen der Form 



a 

b a 
gebildeten Gruppe äquivalent. 

Ich gehe nun an den Beweis der hier ausgesprochenen Sätze. 

Da für jedes n die kommutative Gruppe @« + 9l„ die Ordnung 

[^J+ 1 besitzt, so kann die oben definierte Zahl v^ nicht kleiner sein als [jj. 

Es sei nun W! eine kommutative Gruppe von Matrizen n-ten Grades, 

deren Ordnung m+ 1 nicht kleiner als [xj + ^ ^^^ ^"^ ^^ i^^öge, was ohne 



*) Ich werde im folgenden die Gruppe ^ dann kurz mit P@P''^ bezeichoeD. 
**) Die Gruppen SI» und Ür sind, wie man leicht zeigt, nicht äquivalent. 
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Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden darf, 9J2' die Einheit»- 
matrix E enthalten. 

Ich nehme zunächst an, daß die charakteristischen Wurzeln jeder 
Matrix A' von Wl' einander gleich sind. Dann läßt sich A* auf die Form 

A'=A + aE 

bringen, wo .4"=:0 ist Die Gesamtheit der Matrizen A bildet dann eine 
Wurzelgruppe 9K der Ordnung ?n*), und 9Ji' läßt sich als Summe der 
Gruppen @« und 3R auffassen. 

Es genügt, die Gruppe 90^ für sich zu behandeln. 

Nun ist offenbar v^ = = [^ J . Es sei bereits bewiesen, daß es für 

u'<Cn keine kommutative Wurzelgruppe von Matrizen des Grades n' gibt, 

deren Ordnung größer ist als 1^1. 

Nach einem von Herrn Cartan**) herrührenden Satze läßt sich in 
jeder Wurzelgruppe ein von Null verschiedenes Element angeben, das mit 
jedem Element der Gruppe multipliziert, Null ergibt. Es sei M eine 
Matrix der Wurzelgruppe 9K, welche diese Eigenschaft besitzt Ich denke 
mir M* so gewählt, daß der Rang r dieser Matrix möglichst groß wird. 
Da 3/"^ = ist, muß bekanntlich 2r<n sein; es sei n = 2r + 5. Man 
kann dann stets eine Matrix P von nicht verschwindender Determinante so 
wählen, daß PM'P-'^M die Form 

iV N N ' 

KEr K, Kr 

annimmt, wo E^ die Eiuheitsmatrix r-teu Qrades, N^i allgemein die x Zeilen 
und i. Spalten enthaltende Nallmatrix bedeutet***) 

Jedes Element iC der mit 5!K äquivalenten Gruppe a){, = PSWP~' hat 
dann, weil XM=MX=0 ist, die Form 

'N NN' 

-*-'r« -^^r« -*-'rr 

X=[ A B N, 

C D N 



4r«' 



*) Dies gilt auch dann, wenn die Gruppe W nicht kommutativ ist. 
*) Sur les groupes bilincaires et les systemes des nombres complexes, Ann. de 
Toulouse, tome XII, 1898. — Vergl. auch Frobenius^ a. a. 0. S. 639. 
***) Vergl. z. B. Muthy Theorie der Elementarteiler, S. 152 ff. 
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WO .4, B, ('j I) Matrizen sind, die bezw, s^ s, r, r Zeilen und r, s, r, s Spalten 
enthalten. Ich setze abgekürzt 


.Y=| A ß 

C 1) 

Nan soll aber 

,„ >[&+!)• ]=,.+„+[•;] 

sein. Die Gesamtheit der Matrizen B bildet eine kommutative Wurzelgruppe 
von Matrizen des Grades s^ deren Ordnung b nach unserer Annahme nicht 

größer sein kann als[^J. Es sei ferner c die größte Anzahl linear unab- 
hängiger unter den Matrizen C; dann ist c^i^. Man kann nun, wie leicht 
einzusehen ist, eine Basis der Gruppe SÜlx auf folgende Weise wählen: 
Zuerst hat man 



h + c'<^h + c<^r'-\-Yj\ 



Elemente der Form 





(1.) ^a=| ^a ^^« I, (a = 1.2,...6+c') 

C. TX 



dann 



Elemente der Form 



{/ ^m — b — c'^rs 






(2.) ^^={^fi 0|. (;J=i.2,...,) 

D'^ 

Es seien unter den Matrizen Aß genau g^ linear unabhängig, und zwar seien 
es etwa die g^ ersten. Dann lassen sich an Stelle der Basiselemente (2.) die 
folgenden wählen: 



(3.) yß=^\A'ß 0|, (/9=t,^...p.) 

Uß 
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(4.) ^r = |0 I, (;. = 1.2,...,-,, 

ifo die U^ gewisse Matrizen mit r Zeilen und s Spalten sind. 

Man denke sich nun die b'\-d-\-g^ Matrizen A^ und A!ß neben einander 
geschrieben. Es entsteht auf diese Weise eine Matrix K^ die s Zeilen und 
(6 + c'+ jf,) r Spalten enthält. Es sei k (0^k<s) der Rang der Matrix iT. 

Wir dürfen annehmen, da£ bereits mit Hilfe der k letzten Zeilen von 
K eine nicht verschwindende Determinante Ä:-ten Grades gebildet werden 
kann. Dies können wir stets durch eine passende Vertanschnng der mittleren 
3 Zeilen und Spalten der Matrizen von yjl erreichen, wodurch die Gruppe ^l 
in eine ihr äquivalente ttbergeht, während M nngeändert bleibt. 

Es werde s — k^l gesetzt und es seien 

die Elemente der (>-ten Spalte von K. Dann lassen sich bekanntlich stets 
kl Konstanten 



[ WM • • • '/* 

bestimmen, so daß für jedes q 

wird. 

Wir bezeichnen nun die Matrix (5.) mit T, die Matrix s-ten Grades 



VO Ej 



mit S und die Matrix n-ten Grades 

E, 

,S 

.0 E, 
mit Q. Ersetzt man dann die Matrizen 



Z=| ABO 

C D 
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von 9K durch 

(00 0^ 

SA SBS-' 0|, 

C DS-' 0. 

so enthalten die Matrizen SA^ wie man ohne Mühe einsieht, in den ersten 
/ Zeilen lauter Nullen. 

Wir können annehmen, daß bereits die Matrizen A diese Eigenschaft 
besitzen. Dann sind also alle a^^ gleich Null. 

Nun ergibt sich aber aus 

0\ /O 

^.X=|0 o\^xz = 



daß für jedes A 



n;A iy;B o 




d;a = 



ist. Daher ist auch 

(6.) n;K^o. 

Weil aber der Rang der in den letzten k Zeilen von K stehenden Matrix 
gleich k ist, ergibt sich aus (6.), daß in D'^ die letzten k Spalten lauter 
Nullen enthalten müssen. Es kommen also speziell in Aß höchstens rk^ 
in D^ höchstens rl von Null verschiedene Elemente vor. Folglich ist 

also g<.rs. Da nun aber g>rs sein soll, ergibt sich 

Damit ist zugleich bewiesen, daß m unter der über W gemachten Voraus- 
setzung nicht größer sein kann als [xj* 

Wir können aber noch mehr schliefen. 

Da die rk Matrizen Aß linear unabhängig sind, und jedes A in den 
ersten / Zeilen lauter Nullen enthält, muß sich jede Matrix A als lineare 
homogene Verbindung der A'ß darstellen lassen. Wir können daher die 

r^ + [^j ersten Elemente unserer Basis so abändern, daß die A^ sämtlich 

gleich Null werden, d. h. wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
annehmen, daß 
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(7.) ^Y.=|0 B„ 





ist Es wird dann 



D„ 



0\ /O 




also ist Z)„i4^ = and folglich auch D^K—d. Daraas ergibt sich aber, 
da£ die k letzten Spalten von /)„ laater Nallen enthalten müssen. Da nun 
die rl Matrizen /)).' linear unabhängig sind, maß sich jedes D^ als lineare 
homogene Verbindang der D" darstellen lassen. 

Wir können daher ansere Basiselemente so transformieren, daß die 
Da sämtlich Null werden. Es sei also bereits 


X=IO B, 

c; 0, 

Nun erzeugen aber die B^ für sich eine Wurzelgruppe von Matrizen des 

Grades s^ deren Ordnung gleich [jj ist. Es muß sich also, falls [jj nicht 

gleich Null ist, nach dem oben erwähnten Satze des Herrn Cartan eine 
lineare Verbindung 



37, = |0 B 

P 0^ 

der X^ angeben lassen, so daß B von Null verschieden ist und, mit jedem 
B^ multipliziert. Null ergibt. Es wäre aber dann, wie leicht zu sehen ist, 

also wäre M^ ein Element von 9Ri, das, mit jedem Element der Gruppe 
multipliziert, Null ergibt Es besitzt dann für jedes x auch 



xM+M,=^[ B 

,xE,+ C 0. 
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dieselbe Eigenschaft. Man kann aber x so wählen, daß die Determinante 

von xE^ + C nicht Null wird. Ist daher KJ nicht Null, also B von der 

Nullmatrix verschieden, so wäre der Rang von- xM+Mi größer als r, 
was unserer über die Zahl r gemachten Voraussetzung widerspricht. 

Es muß also ^ = oder ^ = 1 sein. 

Ist 5 = 0, so ist 5IKi mit der Gruppe %=^%^ identisch. 

Es sei demnach 5=1, also n = 2 m + 1 . Dann ist wegen k+l = s — l 
entweder ä:=1,Z=0 oder A = 0, /=1. 

Es sei zunächst k=l^l^O. Dann haben die rk^r linear unab- 
hängigen Matrizen Aß die Form 

Aß = (aßij cißi^ ••• cißr)\ 
ebenso sei 

dßx 

l)\M '''^ I. 



dßr 



Aus Y^Yx = Yxy\ ergibt sich 



oder 

Ist nun r^\^ so können die Determinanten 

nicht sämtlich verschwinden, da sonst die r Matrizen A'ß nicht linear un- 
abhängig wären. Es sei etwa 

Dann ergibt sich aus (8.) für p=l,2,...r 

also rfi^=flli^ = 0, d. h. /)J = Z)i = 0. Man schließt dann auch für einen von 
1 und 2 verschiedenen Index fi wegen 



+ 0. 
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daß i>), = ist. Die Gruppe ^i ist daher identisch mit der in der Ein- 
leitang definierten Grnppe 9(». 

Ist aber ^==0, /= 1, so stimmt 9Jti direkt mit der Grnppe Sil ttberein. 

Der Fall r = 1 oder n = 3 bildet eine Ausnahme. In diesem Falle 
hat, falls Ä: = l, /=0 und D\ nicht gleich Null ist, die von uns betrachtete 
Basis die Form 

0\ /O 

X,=\0 0|, Y 

.X 

iTV'o X, yj z von Null verschiedene Zahlen sind. Setzt man dann 





o wird 

0\ /O 

Ä.YiÄ-^ = |0 Ol, Ä7,Ä->=|l 0|. 

xxr^z-' 0/ \o 1 0^ 

ie Gruppe 3}2 ist daher äquivalent der durch die Matrizen 



«00 

h a 
gebildeten Gruppe. 

Damit ist der Satz III vollständig bewiesen. 

Es bleibt uns noch übrig, den Fall zu behandeln, daß die Gruppe 
9Ä' der Ordnung ^/^ + 1>I t^J + 1, von der wir ausgegangen sind, auch 
solche Matrizen enthält, deren charakteristische Gleichungen zwei ver- 
schiedene Wurzeln besitzen. Es sei A eine solche Matrix. Dann läßt sich 
bekanntlich eine Matrix P so wählen, daß Ay^^PAP"^ die Form 

annimmt, wo G nnd H zwei Matrizen gewisser Grade g and h bedeaten, 
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deren charakteriBtisehe Gleichungen keine Wurzel gemeinsam haben. Da 
aber jede Matrix X der Gruppe I^'P^^ mit Ji vertauBchbar ist, mufi nach 
einem bekannten Satze X die Form 

haben, wo Y und Z die Grade g und h besitzen. 

Es sei bereits allgemein bewiesen, daß für /{'<C t^ die Zahl i\, gleich 

;-J ist. Die Matrizen Y bilden dann eine kommutative Gruppe, deren 
Ordnung k nicht größer ist als [ j J -f 1 ; die Matrizen Z bilden ebenso eine 

. j + 1 i^t Es ist aber offenbar 

m+l^k + l. 
Man erhält also 

[&+*_)•]+, <:,„+i<t+,<[^']+[»']+2. 

Das ist aber nur dann möglich, wenn gh^2 ist, also nur für n=^2 und 
n = 3. Aber auch für diese beiden Fälle ergibt sich, daß m nicht größer 

sein kann als [tJ = 1^ bezw. [4] = 2. 

Für n>>3 kommt nur der zuerst behandelte Fall in Betracht Damit 
sind auch die Sätze I und II vollständig bewiesen. 

Für M = 2 kommen noch die Gruppen hinzu, die der Gruppe 

/a 0\ 

( j {ii und b beliebig) 

äquivalent sind, für /2 = 3 die den Gruppen 

a 0\ /a 

& I oder Xh a | (ß^ b und c beliebig) 

cj \0 c 

äquivalenten Gruppen. 
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77 



Zur Theorie der Riccatisdhen Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung. 

Von Herrn Georg Wallenberg in Charlottenburg. 



Vessiot*) und derVerf.**) haben diejenige Differentialgleichung zweiter 
Ordnung untersucht, deren allgemeines Integral eine linear gebrochene 
Funktion der beiden willkürlichen Konstanten ist: 

(A.) y=^^^±-^f^t^.. ((.^^e, willkürliche Konstanten). 

Dieselbe hat die Form***) 

(B.) 0/ + rgy ~ 2y'^+ {K + Äi/y)y+ (L + (h y + (h f + d,i/ = o ; 

zwischen den 7 Koeffizienten r/,„ ä,„ 6,, f/„, Jj, rfj? c/3 bestehen zwei Bedingungs- 
gleichangen, so daß sich insbesondere d^^ und d^ durch die Übrigen Koeffi- 
zienten und durch die Ableitungen a/,, a'\ 6,',, b[ nach :r rational ausdrücken 

lassen.***) Sie läßt sich durch die Substitution u = --- — in eine j^Riccati- 

y + ^o 

sehe Diflferentialgleichung zweiter Ordnung" transformieren, deren allgemeines 
Integral, abgesehen von einem nur die unabhängige Variable enthaltenden 
Faktor, die logarithmische Ableitung des allgemeinen Integrales einer linearen 
homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung istt) Im folgenden soll 
die Diflferentialgleichung (B.) selber eine Rtccathche Differentialgleichung 
zweiter Ordnung genannt werden. — Im ersten Teile wird gezeigt, wie die 
Integration dieser Differentialgleichung bei Kenntnis einiger Partikular- 

*) Ann. de Toulouse. IX. 
**) Dieses Journ. Bd. 121, S. 210—217. 
***) a. a. 0. S. 21 ü. 
t) a. a. 0. S. 2 15 ff. 
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integrale sich gestaltet; im zweiten Teile werden ihre ersten Integrale einer 
eingehenderen Untersuchung unterzogen. 



I. 

a) Kennt man drei Partikularintegrale yi,,y2,y3 der Differential- 
gleichung (B.), so erhält man ihr allgemeines Integral durch zwei Quadraturen. 
Dasselbe läßt sich nämlich in der Form schreiben 

V = ^' •^» + ^' ^^'^ + ^-^' 

und es kommt darauf an, l und // zu bestimmen. Durch die Substitution 
u = — geht die Differentialgleichung (B.) (vergl. S. 77) in eine solche 
über, deren allgemeines Integral die Form hat 

" ^1 0/i + «o) + ^2 Ky^ + «o) + /" Cz/a + «o) ~ </ ^1 ^1 + ^'2 "s 4- w, ' 

Die durch die obige Substitution transformierte Differentialgleichung 
(B.) lautet: 

es ist daher (a. a. O. S. 216) 

Durch Vergleichung der beiden Ausdrücke fllr u erhält man nun 

^_ 7.__ /*i__ jy .. ^3^ .._v _ 

also (nach Unterdrückung einer multiplikativen Konstanten) 



f \-'dz , f, f " -dz 



und daher 
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b) Kennt man vier Partikularintegrale yi, 3/2, 2/3, y* der Differential- 
gleichung (B.), 80 erhält man ihr allgemeines Integral ohne jede Quadratur. 
Denn schreibt man dasselbe in der Form 



m ist 



2/ = ^i+-^'y^iM3 (^^^ willkürliche Konstanten), 

^4 = ^' j" ^* ^: 7] / ^ '" (/4?^4 numerische Konstanten). 



Aus 



y* - ?/i + 74 ^ (^4 - 3/2) + ^^4 /^ Ö/4 - 3/3) = 

und der daraus durch Differentiation hervorgehenden Gleichung 
ergibt sich 

■vl— y'. y'«— y't /*' 
,, 3 — y4— y. y«— y. y4— y» ^ 
'^ 3/4-y» 3/4— ?/3 3/4— .y2 I ^' ^ 

y\-y\ _y\-y\ j^^' 



\ ,, _ y—yx . .Vi —2/2 3/4 —.Vi ^ 



wobei 



3/4-2/3 3/4—3/3 ^' ^ 

if ^o(y\—y',)+y\y, —y^y', + 3 (*o + h «0+ OO/.— 3/0 
^ ~ (3/1 + «0) (.V2 + «0) 

^^r «oCy,-3/i) + 3/',3/3 - 3/i3/'3 + 3(^0 + ^ «0 + (3/, -3/3) . 
^* " 0. + «0) (3/3 + «0) 

die numerischen Konstanten y^ und J'4 gehen in die willkürlichen Konstanten 
y und d ein. 

c) Will man eine Beziehung erhalten, die der Konstanz des Doppel- 
verhältnisses von vier Integralen einer 7^zcc«^zschen Differentialgleichung 
erster Ordnung entspricht und weder die Ableitungen der Integrale noch die 
Koeffizienten der Differentialgleichung (B.) enthält, so ist noch die Kenntnis 
eines fünften Integrales 3/5 notwendig. Diese Beziehung zwischen dem 

11* 



^1' Ws •.<«•/••;. r*.' T''-i\-f'< •Ur Hiccatinchen Diff'-rentiaUfleichuniien 2. Ord. 

all^noeiiiexi Iiuc^ral > and fünf Partikalarintegralen >/,. >/j. y^, y«, ^j lautet 



!.h - !Ji , 



.'/s -.'/... .'h-'h 



darin sind <:.'-, willkürliche, yi.'/t nnmerische Konstanten.*) 



II. 

Maltipliziert man in (Ä.) mit dem Nenner herauf nnd differenziert 
einmal, so erhält man die beiden Gleichungen 

aus diesen ergibt sich 



(5.) 






^ «3y+«3o+tf3,y-ra3,y" 












(6.) 






«3,'/+«3.-r''3.^ + t/3,;/'' 


<* 










Darin ist 






















» » 




^'h 


= 




• 


(7.) 


(/j= 




» r 


«.1 «.r 




■ 




• 
• 




"j = 


4. 4. 


1 "3. — » ' 1 "3. — - w -r 


',l'^3 ' 


"y. 


= 


%m 4. 

w w 


• 



*) Allgemein besteht zwischen 2n Integralen einer DitTerentialgleichung (n — l)-tcr 
Ordnung, deren allgemeines Integral die Form hat 



l/ = 



__ r^>]^ + r':V,+ h /« >?« 



r • 



die Beziehung 



Yi ri i y^t'r-i i "' T Yn TH 



die o,^ sind Konstanten, von denen die der letzten Zeile und Kolonne gleich der Einheit 
gewählt werden können. (Vergl. Konif/sf^erffcr, Math. Ann. 30.) 
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Daher sind 91 j, %^ % die linken Seiten RzccatiKhQr Differential- 
gleichungen mit den beziehangsweisen Integralen (c willkürliche Konstante): 

es haben also %=^0 und9J2=0 das Integral ^ = 2/37 %=0 und ^^—0 das 

Integral ^^ = 2/2, 9?2=0 und 9l3 = das Integral y = ,Vi gemeinsam. 
Wir schreiben (5.) und (6.) in der Form 



( o. ) Ci = «2 ~r , ; ~; — ~« = ^^2 d 



y +a3o + a3,.y + of32.y 

( t/. ] Co =^ Ofi — r— ; ; i W| ^C" . 

Die Gleichungen (8.) und (9.) stellen zwei „erste Integrale" der 
Differentialgleichung (B.) dar. Die 7 Koeffizienten a von (8.) hängen von 
den 5 Verhältnissen der 6 unabhängigen Größen 77, ^ ab; es müssen also 
zwischen denselben 2 Bedingungsgleichungen bestehen; desgleichen zwischen 

den Koeffizienten von (9.). Dividiert man (8.) durch (9.) und setzt -^ = ffj , 
- = C3, SO müssen auch zwischen den 7 Koeffizienten von 

(10.) c3=r.3'^;+^'°-t"-^'^+"-^-^; 

2 Bedingungsgleichungen bestehen. Diese 6 Bedingungsgleichungen sollen 
im folgenden aufgestellt werden; sie sind sämtlich von einander unabhängig; 
in der Tat repräsentieren die Koeffizienten von (8.) und (9.) 11 Größen, welche 
von 5 unabhängigen Größen abhängen, also 6 Bedingungsgleichungen be- 
friedigen müssen. 

Die ersten drei Bedingungsgleichungen ergeben sich daraus, daß von 
den drei i?2cca/ischen Differentialgleichungen i?i=0, i?2=0, i?3 = nach 
Obigem immer je zwei ein gemeinsames Integral besitzen müssen. Es 
mögen i?i = und jß3 = das Integral 3/2 gemeinsam haben (dasselbe ist 
auch ein Integral der Differentialgleichung (B.)); dann wird auch die 
Gleichung i?i — ^3=0 durch 2/= 2/2 befriedigt, d. h. 3/2 ist Wurzel der quadrati- 
schen Gleichung 

(11.) L = d.+d\y+d\y'=^0. (^,,=«.,-a.^.»=u,i,2) 
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Daraus, daß eine Wurzel dieser Gleichung z. B. die Differential- 
gleichung /?i = befriedigt, ergibt sich leicht eine Bedingungsgleichung 
zwischen den a. Ebenso ergibt sich die zweite daraus, daß 5/j, das gemein- 
same Integral von jß2 = und /?3 = 0, Wurzel der Gleichung 

und die dritte daraus, daß ^3, das gemeinsame Integral von Ri=0 und 
i?2=0, Wurzel der Gleichung d^^+^^jj + dy^if — O (ry3^ = cfi^--«2^) ist. 

Die übrigen drei Bedingungsgleichungen würden sich nur schwer 
direkt aus den Gleichungen (7.) bestimmen lassen. Wir schlagen, um sie 
aufzustellen, folgendes Verfahren ein: Durch logarithmische Differentiation 
von (8.) und Multiplikation mit B^B^ ergibt sich die Gleichung 

(12.) B[B,--B,B',+ fBJi,'') = iy+L,y''+Miy+N=0, 

welche mit (B.) bis auf einen Faktor übereinstimmen muß. Der Koeffizient 
von ?/" wird 

(13.) /.^J,„ + <y,y+^,/^J,(^+^^i^^-.) Q+^J'^Ü), 

worin ^2=^'l — '^^2o^2.j ist. Der Vergleich mit (B.) zeigt, daß die linke 
Seite von (12.) durch einen der beiden y enthaltenden Faktoren von (13.) — 

es sei der Faktor (^2, 2/ +9(^2^ — 1^ ^2) — teilbar sein muß. Ferner ist der 
Koeffizient von y'' in (12.): 



A = -J2, + !-— 2^2.,^. 



Der Vergleich mit (B.) zeigt, daß 



a 



-?i=_2 

sein mnß; daraas ergibt sich (als erste der drei letzten Bedingnngsgleichangen) 

^=|'Z„ d.h. «2=0/"^"'"". 

Die mnltiplikative Konstante c kann man sich mit der Integrations- 
konstanten Ci vereinigt denken and daher gleich 1 voranssetzen. Ferner 



*) R[ und R'3 bedeuten die totalen Ableitungen von Ri und R3 nach z. 
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Daraus folgt, daß 

ist, und diese Gleichung lautet in rationaler Form, wenn man berücksichtigt, daß 

(14.) d,^ + i\ + d,^ = (*=<M,2) 

ist, 

(15.) (ß,^,^ - d,^dj - {d,d,^ - d,ßo {dj,^ - d,d,:) = 0. 

Dieselbe Gleichung ergibt sich auch durch folgende Überlegung. Durch 
Differentiation von (9.) muß man ebenfalls die Differentialgleichung (B.) 
erhalten; es müssen daher die linken Seiten der beiden Gleichungen 

und 

den Faktor y + c^^^ (vergl. S. 1, Gl. (B.)) gemeinsam haben;*) die Bedingung 
für eine gemeinsame Lösung stellt aber gerade die Gleichung (15.) dar. 

Endlich ergibt sich diese Gleichung auf dem folgenden Wege: Durch 
Elimination von y aus (8.) und (9.) muß sich das Integral (A.) der Diffe- 
rentialgleichung (B.) ergeben; man erhält eine quadratische Gleichung 

in welcher die Koeffizienten p.q^r lineare Funktionen der beiden Integrations- 
konstanten Cj und Ci sind. Soll y die Form (A.) haben, so muß die 
Diskriminante 

das vollständige^ Quadrat einer linearen Funktion von c^ und c^ sein. Daraus 
ergeben sich drei Bedingungsgleichungen, welche unter Berücksichtigung 
von (14.) in die eine Gleichung (15.) zusammenschmelzen. 

Die im zweiten Abschnitt gewonnenen Resultate können wir in die 
folgenden Sätze zusammenfassen: 

*) Aus dieser Tatsache, sowie aus (14.) folgt noch die bemerkenswerte Beziehung 
^^iUx + ^^iVi + ^hVz =^» »'so wegen d,, + J2.^ + da, =0: 

y^ "Vz 'Vz-yx • yi—y-i = «22—033 : az^ — ai., : a,2 — ofjj . 
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I. Ist y = ri ein Partikulanntegral der Differentialgleichung (B.), so 
Mimmt diese durch Multiplikation mit dem Faktor X(y — T])y ivo l nur von z ab- 
Jul'ngt, die Gestalt an: 

■tcorans sich ein erstes Integral derselben von der Form 

_3(i, 

'Ergibt: 9Ji und Sftj bedeuten darin die linken Seiten zweier Riccatischen 
Jjifferentialgleichungen, welche das gemeinsame Integral y=^ besitzen. 
IL Damit 

r -r/ y+gio + gii.y+gi2.y'_^ ^ 

3/ +«30 + «31 3/ + «32 2/" ^8 

^ia erstes Integral einer Differentialgleichung (B.) sei^ ist notwendig und hin- 
2*eiche7id, daß 

a) die Riccatischen Differentialgleichungen Ri = und 7^3 = ein 
gemeinsames Integral besitzen; dasselbe ist eine Wurzel der Gleichung 

b) «2 = ^ '^'S ^0 ^2 = (^2, — 4(y2„(^2, i^^ und yj2 dasselbe Vorzeichen 
wie in der gemeinsamen Lösung unter a) hat. 

Da (A.) das allgemeine Integral von (B.) ist, können wir diesen Satz 
aach in folgender Form aussprechen: 

III. Damit das allgemeine Integral der Differentialgleichungsschar 

a^Rx ^CyR^ = 

oder der mit dem konstanten Parameter c^ behafteten Riccatischen Diffe- 
rentialgleichung 

y(«2-0 + («2«i,-^i«3o) + (<^2«i, -Ci «3^)3/+ («2 a^^-Ci^jJ 7/^ = 

eine linear gebrochene Fu?iktion des Parameters Ci sei, sind a) und b) die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen. 

IV. Zwischen den Koeffizienten zweier ersten hitegrale der Differential- 
gleichung (B.) 

^" 'y+«3o + a3,i/+a3,i/^-'''^Ä3^ 
Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 2. 12 
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bestehen 6 Bedingimgsgleichungen : die drei ersten werden dadurch geliefert, 
daß von den drei Riccatischen Differentialgleichungen 7?j = 0, 7?2 = 0, 
7^3 = je zwei ein Partiknlanntegral gemeinsam haben, xvelches Wm^zel einer 
quadratischen Gleichung 



ist. Ferner ist 



«i = e-^^^^^% a2 = e^^'^^''^' 



und 

Diese 6 Bedingungsgleichitngen stellen gleichzeitig die Relationen zwischen 
den Determinantenansdrilcken (?•) dar. 

Spezialfälle. 

I. ^2=0, also «2=1. 

In diesem Falle lautet das erste Integral 

Ferner ist 

In der durch Differentiation von (16.) sich ergebenden DiflFerential- 
gleichung 

R[R,-RJ{',= Lif+L,y^'+My^+N^{i 

sind M und N (vergl. S. 82) ebenso wie Li von selber durch y — ?; teilbar, 
auch ohne daß die Ä?cca//schen Differentialgleichungen Ri = und /?3 = 
ein gemeinsames Partikularintegral besitzen.*) Trotzdem muß, wie aus den 
Gleichungen (7.) hervorgeht, diese letztere Bedingung auch im Falle ^/j^O 



*) Es ist 

dJ^ dP 

also 
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erfüllt sein, wenn das allgemeine Integral von (16.) die Form (A.) besitzen 
solK Ein einfaches Beispiel möge dies erläutern. Für das erste Integral 

'" y' + y'-i 
der Differentialgleichung 

2//-22/'^+2//=0 

ist L?=y^^ also J=0] aber die beiden liiccathchen Gleichungen 

y' + 22/'-l = und y' + ^f^l = 

besitzen kein gemeinsames Integral. In der Tat hat das allgemeine Integral 
nicht die Form (A.); es lautet: 






1z 



wenn 

gesetzt wird. 

Die fragliche Bedingung lautet nun in unserem Falle: „?/= — 9 / 
muß Integral von 7?, = und /^3 = sein''; daraus ergeben sich die expli- 
ziten Bedingnngsgleichungen: 

deren Folge ^2=0 ist — Da in diesem Falle y=— «„ ein Integral der 
Differentialgleichung (B.) ist, besteht zwischen ihren Koeffizienten die Be- 
ziehung 

2 öc7 + (Äo — 61 «..) flfy — (/„+ rf,'a„ - rf^ al + r/3 r/?, = . 

IL f^,=c«3^=0, also /2=(öi, — f^3,)^ 

In diesem Falle wird 






W 
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Die zweite Bedingangsgleichung fällt fort, da die beiden Differential- 
gleichangen y' + «,^+ cti^y='0 und y'+€c^,+ «3x2/ =0 von selber das Integral y = -x^ 

oder genauer die durch y= transformierten Differentialgleichungen 

u 

— v' -f f<f ij, K-^ + «,^ ?/ = und — n' + «3 j/^ + «3^ ?/ = 

das Integral ?/ = gemeinsam haben. In der Tat lautet das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung 

foi dt fa-i dz f ai dt f «j dz 

J a,dz 1 a,dz J a,d: J a,dz 

c — ce e — ce 



/fax dt /• f a^ dz 

ffio^ ' dz-^rc ai/ ' dz 



e —ce 

ist also linear gebrochen in c. 
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Rotationsflilchen verbiegbar sind: seit 1697 haben sich, doreb Johann BernouUi 
angeregt, die Geometer mit den kürzesten Linien aof den Rotationsflächen 
beschäftigt, ohne daß freilich der Gegenstand als erschöpft anzusehen wäre. 
Flächen, bei denen eine ^Iche Vereinfachung nicht eintritt, sind erst nener- 
dings von dem Verfasser dieser Abhandlung betrachtet worden.^ Diese 
Betrachtungen zu vervollständigen und weiterzuführen, ist der Zweck der 
vorliegenden Abhandlung. 

2. 

Der Ausgangspunkt meiner früheren Betrachtungen war ein Theorem 
von Herrn Stmule^), auf das ich zunächst eingehen mufi. 

Es handelt sich um ein Umkehrproblem zwischen zwei Paaren von 
reellen Veränderlichen x, y und ru i\ die mit einander durch die beiden 
Gleichungen verknüpft sind: 



(B.) 



y'* q(u)du r* tl/{v)dc 

a b 



Hierin sind die Funktionen (fQi)^ xi^)^ /(w)i 5^00; V^OO» «^OO^ 'KO» ^'00 ^Ir 
alle Werte der Veränderlichen u und r^ die dem durch die Ungleichheiten 

erklärten Gebiete & der ^/r- Ebene angehören, folgenden Bedingungen unter- 
worfen, die Herr Staude teils ausdrücklich festsetzt, teils stillschweigend 
voraussetzt: 

1. Sie sollen in & sämtlich eindeutig, endlich und stetig sein. 

2. Die Funktionen fQ()^ ^('0? ^K^)» ^'('0 »ollen darin beständig positiv 
sein und niemals verschwinden. 

3. Die Funktionen (p(u)^ /(^O? V'(0? "^00 »ollen darin ihr Vorzeichen 
niemals wechseln. Sie dürfen in einzelnen Punkten verschwinden, aber nicht 
für alle Punkte eines noch so kleinen Intervalles Null werden. 



*) Zur Theorie der geodätischen Linien^ Jahresberichte der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung, 11 (1901), S. 121—129. 

♦♦) Math. Ann. 29 (1887), S. 469—485; vergl. auch dieses Journal, 105 (1890), 
S. 298-328. 
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4. Die Determinante 

soll in % beständig positiv oder beständig negativ sein und niemals ver- 
schwinden. 

Unter diesen Voraussetzungen werden, wie Herr Staude beweist, durch 
die Gleichungen (B.) umgekehrt ii und v als eindeutige, endliche und stetige 
Funktionen der unbeschränkt veränderlichen Argumente x und y definiert, 
die überdies doppelt periodisch sind mit den Periodenpaaren 



) 



o c\ r (f(u)du ^ c^ r^ x(y)du 

2a>ii = 2 / ^^ - , 2w,2=2 / ^ ^ — 

J ^(u—a){A — u)f(u) J }l{u—a){A-u)g(u 

und 

2 «.., = 2 f"-- 1^^^ _ , 2 co,3 = 2 r' - ^-^^^B =J._^ . 

J ]/ (,.__6) (^B^v)h (0 J ]/ (r — b){B — v) k (r) ' 

den Wurzeln ist das positive Vorzeichen zu geben. 

Um das Theorem von Herrn Staude für die Gleichungen (A.) nutzbar 
zu machen, wird man das Umkehrproblem heranziehen: 



(C.) 



_ r" Udu /•«' — Vdv 
r^ du r^ — de 



Hat man nämlich aus den Gleichungen (C.) umgekehrt u und v als Funktionen 
von X und y bestimmt, so braucht man nur für x eine geeignete lineare 
Funktion der Zeit ^, für y eine geeignete Konstante einzusetzen, um Funktionen 
u und V von t zu erhalten, die den Gleichungen (A.) geniigen. Auf diese 
Weise ergibt sich eine Parameterdarstellung für die geodätischen Linien 
der Flächen mit einem Linienelement vom Ltouvilleschen Typus, die sich 
für die Diskussion ihres Verlaufes in vielen Fällen als sehr nützlich erweist. 
Damit die Gleichungen (B.) in die Gleichungen (C.) tibergehen, hat 
man zu setzen 

U(u) — a = (u—a) (A — u) f{ii)z=z{u — a) {A — u) g (ii)^ 
Jetzt kommt alles darauf an, ob die so erhaltenen Funktionen 

7^0^)7 zOO; /OO) s'OO; v^(^), «^W; K^), ^00 
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die Bedingungen erfüllen, die ihnen bei dem Theorem von Herrn Stande 
aufzuerlegen sind. 

3. 

Die folgenden Untersuchungen gestalten sich einfacher, wenn man 
statt der Fläche ihre konforme Abbildung auf die Ebene betrachtet, die sich 
vermöge der Parameterkurven i^ = konst. und i; = konst. ergibt. Allerdings 
muß hinterher gezeigt werden, wie die in der ;^i?-Ebene gewonnenen Er- 
gebnisse auf die Fläche selbst zu übertragen sind; hierauf werde ich später 
zurückkommen. Den geodätischen Linien der durch das Linienelement ds 
charakterisierten Flächen entsprechen gewisse Bildkurven in der ^uvEbene, 
die ich kurz als G-Kurven bezeichnen will; diese G-Kurven werden durch 
die Gleichungen (A.) gegeben. 

Was zunächst die Bedingung 1) betrifft, so sind die Funktionen 
U{i() und r(r) sicher eindeutig, denn der Ausdruck 

soll das Quadrat des Linienelementes einer Fläche darstellen. Dagegen 
kann die Endlichkeit und Stetigkeit in gewissen Punkten und Kurven der 
?n''Ebene aufhören, die markiert werden mögen. 

Ebenso wird man wegen der Bedingung 3) diejenigen Geraden 
76 = konst. und i' = koust. markieren, in denen Ü{n) und V(\)) mit Zeichen- 
wephsel verschwinden, und dasselbe gilt für die etwa vorhandenen, von zwei 
der U' oder ?' -Achse parallelen Geraden begrenzten Flächenstreifen, in denen 
eine dieser Funktionen verschwindet. 

In jedem von markierten Punkten freien Gebiete der ;u'-Ebene sind 
dann die Bedingungen 1) und 3) erfüllt. 

Die Bedingung 2) erfordert zunächst, daß die Gleichungen 

bei geeigneter Wahl der Konstanten a beide mindestens zwei reelle einfache 
Wurzeln besitzen. Diese Forderung ist nicht immer erfUUt. Das zeigt das 
einfache Beispiel: 

U{\i) = 3 -J- sin ?^ , \ \v) = sin y , 

denn für reelle Werte von u und v kann niemals 

3 + sin u = sin v 
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sein. Die Bedingung 2) bedeutet demnach eine wirkliche Beschränkung 
iu der Wahl der Funktionen U{u) und V(y). 
Daß die Gleichungen 

für ein gewisses Intervall von Werten der Konstanten a mindestens zwei 
reelle, einfache Wurzeln besitzen, ist jedoch noch nicht ausreichend. Damit 
die Bedingung 2) erfüllt ist, müssen außerdem die Quotienten 

^f")-« und «-^(") 



für a<w</l und b<,i^<iB stets positive Werte haben. Daß dies eine 
neue Forderung ist, zeigt das Beispiel 

Wenn in dem Rechteck 91 mit den Ecken 

rt, 6 a^R A,b A,B, 

die Grenzen eiiu/eschlossen, keiner der markierten Punkte liegt, so sind die 
drei ersten Bedingungen für die Gültigkeit des Theorems von Herrn Staude 
erfüllt. Ein einfaches Beispiel, in dem dies zutrifft, ist etwa die Annahme 

bei der a zwischen — 1 und liegen muß. 

Die Bedingung 4) besagt in dem vorliegenden Falle, daß der Ausdruck 

U(u) - V(v) 

in 91 beständig positiv oder beständig negativ sein soll und niemals ver- 
schwinden darf. Da ds^ für reelle Punkte einer Fläche niemals negativ 
sein kann, gilt die Ungleichheit 

in dem durch die konforme Abbildung der Fläche auf der ^«t'-Ebene erhaltenen 
Gebiete, das unter Umständen auch die ganze 2^2'-Ebene umfassen kann. 
Zu den Punkten, in denen 

U{iC) - V{y) = 

ist, gehören aber die vier Ecken des Rechteckes 9{, denn aus den 
Gleichungen 

U{a) -a = 0, a-r(6)=0, 

Journa] fär Mathematik ßd. laO. Heft 2. 13 
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folgt 

r^(«)=r(.i)=r(6)=r(/o. 

Das bedeutet jedoch, daß die Bedingwif/ 4) bei den Gleichungen (C.) niemals 
erfüllt istj sodaß sich auf sie das Theorem von Herrn Staude nicht an- 
wenden läßt*y 

4. 

Der soeben auseinandergesetzte Sachverhalt hat mich veranlaßt, zu 
untersuchen, ob sich die Bedingung 4) nicht durch eine andere, weniger 
fordernde ersetzen lasse. In der Abhandlung: Über eine Gattung n-fach 
periodischer Funktionen von n reellen Veränderlichen**) habe ich gezeigt, 
daß in der Tat das Theorem von Herrn Staude gUltig bleibt, wenn der 
Ausdruck D(i(,i^) in dem Rechteck 9t das Vorzeichen niemals wechselt und, 
als Funktion von u angesehen, bei beliebigem r, als Funktion von v an- 
gesehen, bei beliebigem it nicht für alle Punkte eines noch so kleinen 
Intervalles gleich Null ist. Die „erweiterte Bedingung 4)*^ kann aber bei 
den Gleichungen (C.) in dem Rechteck 91 sehr wohl erfüllt sein. 

Um zu untersuchen, ob das der Fall ist, hat man die Punkte der 
?/r- Ebene zu betrachten, in denen 

U{u)^V(v)=^0 

ist. Dabei ist zunächst zu bemerken, daß U(u) — V(^v) niemals ohne Zeichen- 
wechsel verschwindet. Gäbe es nämlich in der wy-Ebcne eine Kurve, in 
der diese Differenz ohne Zeichenwechsel verschwände, so müßten die 
Funktionen U(u) und V(y) für die betreflfenden Intervalle der Werte von u 
und V in allen Punkten ein Extremum besitzen, und das ist unmöglich. 
Wohl aber kann es einzelne Punkte geben, in denen (7— F verschwindet, 
und Kurven, in denen diese Differenz mit Zeichenwechsel gleich Null wird^ 
Wenn die Bedingung 2) für ein ganzes Intervall von Werten der Kon- 
stanten « erfüllt ist, gibt es stets solche Kurven; denn a, A und b,B werdei 
dann Funktionen von «, und durch die Gleichungen 



*) Diesen Umstand hatte ich in meiner oben angeführten Abhandlung übersehen 
die in ihr enthaltenen Sätze sind jedoch, wie sich aus dem Folgenden ergeben wird 
ausnahmslos richtig. 

**) Dieses Journal, Bd. 128, S. 222—242. 




/A 



Stäckely geodätische Linien, 95 

iu = a{ct) jn=z a(^a) iti=^A(a) (h= A(^a) 

\v = b{a) \v = B(a) \v = h(a) \v = B(a) 

werden Kurven dargestellt, in denen U— V verschwindet. Bei dem vorher 
angeführten Beispiel, wo 

war, sind diese Kurven die vier Quadranten des mit dem Halbmesser 1 um 
den Anfangspunkt der Koordinaten beschriebenen Kreises. 

Soll das erweiterte Theorem von Herrn Staude, nachdem die Be- 
dingungen 1), 2) und 3) erfüllt sind, anwendbar sein, so darf kein Teil der 
Kurven i7— F=0 im Innern des Rechteckes 9i liegen, denn sonst würde 
D(u, v) darin mit Zeichenwechsel verschwinden. Von besonderem Interesse 
werden daher diejenigen Linienelemente sein, bei denen die den Kurven 
6^— F= eingeschriebenen Rechtecke 91 stets die eben aufgestellte Forderung 
befriedigen. Das wird der Fall sein, wenn die Gleichung U— F= einen 
geschlossenen Kurvenzug darstellt, der von jeder der Geraden w = konst. 
und t; = konst., die ihn überhaupt schneiden, in genau zwei Punkten ge- 
schnitten wird. Einen solchen geschlossenen Kurvenzug will ich ein Oval 
nennen. Im folgenden sollen nun die geodätischen Linien derjenigen Flächen 
untersucht werden, deren Linienelement den X^oMy^V/e8chen Typus hat, und 
wo durch die Gleichung f/— F=0 ein Oval dargestellt wird, in dessen 
Innern U-- V positiv ist. 

5. 
Ein durch die Gleichung 

U(ti) - V(v) = 

dargestelltes Oval besitzt bemerkenswerte Eigenschaften. 

Die Gerade n = a möge das Oval in den Punkten a, b und a^ B 
schneiden, sodaB 

U(a) - F(6) = , U(ia) - F(5) = 

ist. Die Gerade v=:b schneidet das Oval in dem Punkte a, b und in einem 
zweiten Punkte, der mit A , b bezeichnet werde. Dann ist 

Aus diesen drei Gleichungen folgt nun, daß auch 

U{A) - V(B) = 

13* 
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ist; hierin liegt aber, daß die Geraden n=A und i;=5 beide das Oval in 
dem Punkte A^B schneiden, sodaß ein dem Oval eingeschriebenes Recht- 
eck 9t mit den Ecken 

a,6 a^B A^b A^B 
entsteht. 

Wird jetzt 

U(a) = Ü{A) = VQ)) = V{B) = a 
gesetzt, sb sind die Gleichungen 

für u = a^A und v = b^B erfüllt. 

Die Forderung, daß a , A und b , B einfache Wurzeln seien, läßt sich 
geometrisch deuten, wenn man voraussetzt, wie das von jetzt ab geschehen 
soll, daß das Oval in jedem Punkte eine bestimmte Tangente besitzt Sie 
besagt dann, daß die Tangenten des Ovals in den vier Eckpunkten des 
Rechteckes 9t weder der w-Achse noch der y-Achse parallel sein dürfen. 
Man wird daher das Oval der weiteren Beschränkung unterwerfen müssen? 
daß die Geraden ?i'=konst. und t; = konst., die das Oval in zwei von ein- 
ander verschiedenen Punkten treffen, niemals gleichzeitig Tangenten des 
Ovals sein dürfen. Unter den Geraden ?/ = konst. und v^konst. wird es 
allerdings immer mindestens zwei, und in dem vorliegenden Falle genau 
zwei geben, die das Oval berühren. In diesen Punkten wird beziehungs- 
weise b = B und a = A] das zu ihnen gehörende Rechteck 91 wird daher in 
eine geradlinige Strecke ausarten, die, wie man sofort erkennt, die größte 
der Sehnen des Ovals parallel der v-Achse bezw. der w-Achse ist 

Es ist vorteilhaft, die v- und die i;-Achse in diese größten Sehnen 
zu legen, was stets unbeschadet der Allgemeinheit möglich ist, da der Aus- 
druck für ds dabei den Liofwille&cheu Typus behält. Für die Punkte des 
Ovals mögen dann die Werte von u in dem Intervall 

(1.) Kj <iu<i ?/2 

liegen, die Werte von v in dem Intervall 

(2.) ^^<''<^-2. 

Die Ableitungen von U{u) und I (r) sollen, wie üblich, mit U\u) und V'(v 
bezeichnet werden; sie haben in den Intervallen (1.) und (2.) bestimmte 
endliche Werte und verschwinden nur, und zwar mit Zeichenwechsel, fü 
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ti=0 und i; = 0. Wird 

U(u,) = U(u;) = M ; U{0) = L 

gesetzt, so darf man voranssetzen, daB M kleiner als L ist; wäre das nämlich 
nicht der Fall, so ließe es sich durch die Vertauschung von u und v 
erreichen, die wieder unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist Weiter hat 
man dann 

V(v,)=V{v,) = ^ F(0) = i»/. 

Hieraus folgt, daß a in den Grenzen (M...L) liegt. Jeder Wert von a 
innerhalb dieser Grenzen liefert ein Rechteck mit den Ecken 

Die Wurzeln a^A und 6, ß ändern 'sich, wenn a das Intervall durchläuft, 
folgendermaßen. Wenn a von M bis L wächst, so wächst a von n^ bis 0, 
A nimmt ab von w^ bis 0, b nimmt ab von bis v,, B wächst von bis ^2« 
Für a = M wird 6=5 = 0, a = Wi, ^4 = ^2 und für a = L wird a = A = und 
6 = Vj , £ = ^2 . Jedem Werte von a ist daher ein bestimmtes Rechteck JR 
umkehrbar eindeutig zugeordnet, das betreflfende Rechteck möge daher mit 91« 
bezeichnet werden. Die Rechtecke 9t j^ und 9i^ sind ausgeartet, sie bestehen 
aus dem Stücke der w- Achse xi = (wj ...ii^ und dem Stücke der t;- Achse 
v^(v^...v^^ die man hin und her durchlaufen muß. 

6. 

Die Konstanten M und L unterliegen noch einer Beschränkung. Damit 
die Bedingung (2.) erfüllt ist, dürfen U und V im Innern des Ovals nicht 
mit Zeichenwechsel verschwinden. Das würde aber eintreten, wenn M und L 
verschiedenes Vorzeichen besäßen. Sollte das der Fall sein, so setze man 

wo C eine Konstante bedeutet, die man stets so wählen kann, daß die 
Größen 3/— G und L — C dasselbe Vorzeichen besitzen. Werden diese Aus- 
drücke für U und V in ds^ sustituiert, so bleibt der Liouvüfe^che Typus 
erhalten, und es ergeben sich für die geodätischen Linien die Gleichungen 

U^du r V,di 

/du r du 



(A..) 



/U^du r V^dr 
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in denen jetzt an die Stelle von M und L die Größen M— C und L — C treten, 
die beide dasselbe Vorzeichen besitzen. Es darf mithin unbeschadet der 
Allgemeinheit vorausgesetzt werden, daß M und L dasselbe Vorzeichen haben. 
Zu den Gleichungen (A,.) hätte man noch auf einem anderen Wege 
gelangen können, nämlich durch lineare Kombination der Gleichungen (A.). 
Hieraus ergibt sich die Möglichkeit einer beachtenswerten Ausdehnung des 
erweiterten Theorems von Herrn Staude. Ist nämlich in den Gleichungen 



(B*.) 



/•" qi(u)du /'' y/(v)dr 



die aus den Gleichungen (B.) bei der Annahme 

hervorgehen, die Bedingung 2) nicht erfüllt, so bilde man die linearen 
Kombinationen 

wo die Konstanten a^ß^y^d nur der Bedingung zu unterwerfen sind, daß 
ihre Determinante ad—ßy nicht gleich Null ist, und untersuche, ob vielleicht 
für die Funktionen 

die Bedingung 2) bei geeigneter Wahl der Konstanten a,/?,y, J befriedigt 
wird. Das wird in vielen Fällen eintreten, und dann werden u und v nach 
dem erweiterten Theorem von Herrn Staude eindeutige, endliche und stetige, 
doppelt reell periodische Funktionen der unbeschränkt veränderlichen Argu- 
mente X und y, folglich auch Funktionen genau derselben Beschaffenheit 
von X und y. 

7. 

Nach dieser Abschweifung will ich zu den Funktionen a, A und b^B 
von a zurückkehren, die noch einer genaueren Untersuchung bedürfen. Diese 
Funktionen stehen in engstem Zusammenhange mit dem Ovale 

denn die Gleichungen 
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u = a(a) (u=sa(a) (it = A(a) (ii=zA(^a) 

v=^b(a) {v = 5(a) \v=:b(a) \^^ = /?(«) 

sind zasammengenommen eine Parameterdarstellung dieser Knrve. 

Diese Parameterdarstellung ist einer Vereinfachung fähig. Um a und A 
gleichzeitig als Funktionen von a darzustellen, bediene ich mich der Identität 

und versuche a und A durch die Gleichung 

(a.) u = k(a)±yj{a) 

in der Weise darzustellen, daß für positives Vorzeichen der Wurzel A, für 
negatives a erhalten wird. Soll das der Fall sein, so müssen zunächst die 
Gleichungen bestehen: 



Da a und A als Funktionen von a für das Intervall (M.,.L) eindeutig, 
endlich und stetig waren, muß dasselbe für l(a) und (>(«) gelten. Ferner war 

dA^ 1 da _^ 1 

d^'^V^Äy d^'^lrjd)' 

WO der Nenner nur für a = A = 0, das heißt für a = I/ verschwindet und 

/7 A /In 

sonst bei -3— negativ, bei j- positiv ist. Jetzt wird aber 



and 

1 



da y~Q{ä) 

Mithin müssen die Ableitungen der Funktionen X(«) und (>(a) endlich sein 
und zwischen ihnen die Ungleichheiten bestehen 



Da V(>(a) im Nenner steht, darf diese Funktion nur für « = // verschwinden, 
muß also für i/<a<L positive Werte haben. Endlich muß p(a) für a = I/ 
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von der ersten Ordnung verschwinden. Da nämlich die Gleichung 

U{a) = L 

die Doppel Wurzel a = hat, beginnt die Entwicklung von a — L nach 
Potenzen von a mit einem Gliede, das a^ enthält. Folglich beginnt die 

Entwicklung von Vp(«) nach Potenzen von a mit einem Gliede, das a^ ent- 
hält, und daher auch die Entwicklung von f/'(a) mit einem ebensolchen 
Gliede. So mußte es aber herauskommen, da lj\a) für a = von der ersten 
Ordnung verschwinden sollte. 

In entsprechender Weise ergibt sich für h und B die Darstellung: 

(b.) V r=. ^i{(t) ±U~{oC) . 

Hierin müssen die Funktionen //(«) und a(ct) für 

eindeutig, endlich und stetig sein und endliche Ableitungen besitzen. Ferner 
müssen die Gleichungen bestehen 

.u(il/) = 0, (7(J/) = 0; 

dabei muß o{a) für a^M von der ersten Ordnung verschwinden und für 
M<ioi^L stets positiv sein. Endlich müssen zwischen den Ableitungen 
/i'(a) und a'(a) die Ungleichheiten bestehen 

Die Bedeutung der Darstellungen (a.) und (b.) beruht darauf, daß die- 
vorhergehenden Betrachtungen sich in gewisser Weise umkehren lassen^ 
Man setze: 

(a.) u = X((i)±i()(a), 

(b.) v=^ix(a)±fo(a). 

Die Funktionen A(a), /i(a); (>(«), o(a) mögen in dem Intervall 

eindeutig, endlich und stetig sein und die Gleichungen erfüllen: 

A(L) = 0, e(i:) = 0; /<^/) = 0, a(iV) = 0; 

dabei soll p(«) für a = L von der ersten Ordnung verschwinden und sonat 
immer positiv sein, a(a) für a = J/ von der ersten Ordnung verschwinden 
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und sonst immer positiv sein. Die Funktionen ^(«), /^(«); p(«)? ^(a) mögen 
ferner überall endliche erste Ableitungen besitzen, zwischen denen die Un- 
gleichheiten bestehen : 

- \ pX«) > >/(«) i^K^ > +1 e'(a) , 

Dann beweist man leicht, daß durch die Gleichungen (a.) und (b.) ein Oval 
dargestellt wird, dessen größte Sehnen parallel der ?^ -Achse und der v -Achse 
in diese Achsen fallen. Dabei werden die Größen Ui^u^ und v^^v2 durch 
die Gleichungen gegeben: 



i\ = u{L) -1/^(1), v,=^fi{L) +1/^). 

ISIan erkennt ferner, daß sich aus den Gleichungen 



U(it) und V(v) als Funktionen von 2i und v ergeben, die in den Intervallen 



Ui'^u<^it2^ ViS^ r <^ Vr 



eindeutig, endlich und stetig sind und die Gleichungen erfüllen 

ir(ic;) = U(u;) = M, U(0) = L , f/'(0) = ; 
IXr,) = r(i;,) = L , F(0) = J/, r'(0) = . 

Endlich besitzen die Gleichungen 

wenn a dem Intervall 

3/<«<L 

angehört, zwei einfache Wurzeln a, A und b, B\ denn gemäß den Bedingungen, 
die den Funktionen ^(«),m(«); e(«)»<y(«) auferlegt wurden, haben die Ab- 
leitungen UXif) und V'(v) innerhalb der Intervalle 



ICi <Z It <Z Ih^ l\ <ZV<ZV'^ 



bestimmte, endliche von Null verschiedene Werte. Diese Ableitungen ver- 
schwinden dagegen für i/ = Wi, 1^ = 2/2 bezw. t^ = v^^v = v2. 

Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 2. 14 
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Die ia diesem Abschnitte gewonuenen Ergebnisse sollen in folgenden 
Lehrsatz zusammengefaßt werden: 

Lehrsatz 1. Die Funktionen ^(oi)^u(a)\ {f{ce)^o(cc) der reellen Vei'- 
dnderlichen a mögen in dein Intervall 

M<a<L * 

den Bedingungen genügen: 

1. Sie sind dann sämtlich eindeutig^ endlich und stetig. 

2. Innerhalb des Intervalles hoben die Funktionen (>(a) und a(a) 
positive^ von Null verschiedene Werte, dagegen verschvoindet (>(a) für a = L^ 
a(a) für a = M von der erstell Ordnung. 

3. Die Funktionen l (a) und u (a) verschwinden bezw. für a=^L und 
a = M. 

4. Alle vier Funktionen besitzen endliche Ableitungen, zwischen denen 
die Ungleichheiten bestehen: 

-\ (fXa) > Ä'(«) yW) > + \ C'(«), 
-\ aXa) < »'(«) l'^ < + J a\a). 

Setzt ma7i unter diesen Voraussetzungen 

(a.) ^« = A(a) + Vp(ä), 



(b.) r = a(«)±Va(a), 

so variieren n und v zicischen den Grenzen u^ und u^y v^ und i?2, die durch 
die Gleichungen 



u,= A(il7)-Vp(J7)<0, u,= ;i(J/) + V(>(3/)>0, 
V, = ,a(/.) - 1/^(1)" < , ^2 = KL) + }/^(I)" > 



gegeben iverden, und durch die Gleichungen (a.) ?/nrf (b.) wird in der uv^Ebene 
eine geschlossene Kurve dargestellt^ die von jeder Parallelen zur u- Achse und 
zur V' Achse ^ welche sie überhaupt tnfft^ in zwei Punkten geschfiitten wird. 
Diese Kurve hat ferner überall eine bestimmte Tangente^ die nur in den 
Punkten 0,^^ und 0, ?/2 sowie r,,0 und ^'25 beziehungsweise der v- und 
u- Achse parallel ist. 
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Au^^ den Gleichungen 

eingehen sich umgekehrt U und V als eindeutige^ endliche und stetige Funktionen 
von u und r, wenn deren Veränderlichkeit auf die Intervalle 



^^i!S^^5^^27 r, <^ V 



beschränkt wird, und die Gleichungen 

haben für jeden Wert von a zwischen M und L je zwei einfache Wurzeln; 
fiir a = M und a = L ergeben sich Doppelwurzeln. 

Da, wie man leicht erkennt, der Ausdruck U— V innerhalb des durch 
die Gleichungen (a.) und (b.) dargestellten Ovals positiv ausfällt, wird man 
diesen Gleichungen das Quadrat des Linienelementes 

ds' = [U(u) - V(ry](du^ + dv') 

zuordnen, denn man wird über den Verlauf der geodätischen Linien der zu- 
gehörigen Flächen gewisse Aussagen machen können. 



8. 

Ehe ich jedoch zur Untersuchung der geodätischen Linien übergehe, 
muß ich den Zusammenhang erörtern, der zwischen dem Ovaljund* den- 
jenigen Flächen besteht, bei denen das Quadrat des Linienelementes durch 
den zugeordneten Ausdruck ds'^ dargestellt wird. 

Ein einfaches Beispiel wird zeigen, worauf es ankommt. Es sei: 

ds^={l - ?('- v') (du'+ dv'). 
Setzt man 

u = r cos (fj ?^ = r sin 99 , 
80 wird 

die zugehörigen Flächen sind daher auf Rotationsflächen abwickelbar. Nach 
Minding gibt es, wenn überhaupt eine Rotationsfläche existiert, der ein vor- 
gelegtes Linienelement zukommt, eine ganze, von einem Parameter abhängige 
Schar solcher Flächen. Diese Minding%c\it Schar läßt sich in dem^vor- 

14* 
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liegenden Fall leicht diskutieren. Man findet, daß diese Flächen aus un- 
endlich vielen kongruenten Teilen bestehen, die ihrerseits wieder eine zur 
Drehungsachse senkrechte Symraetrieebene besitzen, durch die sie in zwei 
„Hälften" zerfallen. Jede dieser Hälften wird vermöge der Kurven i« =konst. 
und 2;=konst. konform und ein-eindeutig auf einen Teil des Ovals oder hier 
des Kreises 

abgebildet. Dieser Teil ist entweder ein konzentrischer Kreis, dessen Halb- 
messer kleiner als Eins ist, oder ein konzentrischer Kreisring, dessen Kreise 
beide einen Halbmesser haben, der kleiner als Eins ist. Es gibt daher keine 
Rotationsfläche, durch die alle reellen Werte von ds erschöpft würden; 
durch jede der MindiNgs^cheu Rotationsflächen wird, wie man sagen könnte, 
nur ein Teil des Ovals realisiert. Wenn man also auch den Verlauf der 
Bilder der geodätischen Kurven oder der G-Kurven in der ?/y- Ebene kennt, 
so bedarf es doch für die wirklichen Flächen, die zu dem gegebenen Linien- 
elemente gehören, noch einer besonderen Untersuchung, bei der die Natur 
der konformen Abbildung auf die «^v- Ebene zu berücksichtigen ist. 

Ein ähnliches Verhalten der zu einem gegebenen Linienelemente 
gehörigen Flächen wird man auch in anderen Fällen zu erwarten haben. 
Hieraus folgt, wie ich auch schon in meiner Abhandlung vom Jahre 1901 
hervorgehoben habe, daß man scharf unterscheiden muß zwischen den Eigen- 
schaften der geodätischen Linien und den Eigenschaften der 6^-Kurven. 
Gewisse Rückschlüsse sind allerdings gestattet, sobald man annimmt, daß 
ein singularitätenfreies Flächenstück ein-eindeutig auf ein Stück des Ovalen 
abgebildet wird. Unter dem hierin liegenden Vorbehalt will ich mich im. 
folgenden auf die Untersuchung der ^'-Kurven beschränken. 



9. 
Es sei ?^,, i\) irgend ein Punkt im Innern des Ovales, sodaß also 

ist. Wird der Konstanten a irgend ein bestimmter Wert beigelegt, der dei 
in dem Intervall a = (M...L) enthaltenen Teilintervall 

angehört, so haben die Ausdrücke 
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U(u) - « = (t/(«) - f/(»„)) + (^X».,) - «) 
and 

„ _ F(.) = (« - ro.„)) + ( rog - F(t,)) 

in dem Punkte Woi ^\) wesentlich positive Werte, mithin liegt der Punkt ?^„ ?\, 
im Innern des Rechteckes Si« mit den Ecken 

a^h a^B A^h 4,/i, 

wo die Größen a^A und b^B die Wurzeln der Gleichungen 

sind. 

Durch den Punkt ^/y, r„ gehen unendlich viele G-Kurven, die durch 
ihre Anfangsrichtung, das heißt durch die Richtung ihrer Tangente im 
Punkte ?/(,, ?'u von einander unterschieden werden können. Diese Richtung 
ist durch den Wert bestimmt, den das Verhältnis dv : die in diesem Punkte 
besitzt und der mit ^^ bezeichnet werde. Damit die zu der Anfangsrichtung /;„ 
gehörige ö-Kurve auf ein Umkehrproblem (A.) mit dem Rechteck ,')i^ führt, 
muß zwischen p,, tind et die Relation 

bestehen; durchläuft p^ alle Werte von bis +00, so durchläuft a alle 
Werte des Intervalles {U(iQ ... VQ\i)). Wird der Größe a einer der extremen 
Werte U{iiii) und r(r„) beigelegt, so geht die Begrenzung des zugehörigen 
Rechteckes durch den Punkt ?/,„ r„. 

Nach dem vorhergehenden darf man 

U(^u) -- a = (u — a) (.4 — u) f (?/) , 
a -^ \Xv) = (r - 6) (B - r) h (r) 

setzen, und auf das Umkehrproblem 

__ z'" Udu r" —Vdv 

(D.) 

/** du \ r^ — ^'' 

das erweiterte Theorem von Herrn Staude anwenden. Alsdann werden n und v 
eindeutige, endliche und stetige Funktionen von x und i/, die überdies doppelt 
periodisch sind mit den Periodensystemen 
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c\ ck r^ Udu ^ ^ /•-* du 

2aj,, = 2 / "vr--^ 2u},2=2 / --,.-—, 

a a 

and 

In diesen Funktionen u and /* hat man, um zu dem Umkehrproblem (A.) mit 
der Anfangsbedingang za gelangen, daß //,r and dvidu zar Zeit /=0 die 
Werte '/„, 'o and y^i haben sollen, zu setzen: 

^ . r" ^^^u . /'^' — 1'<^'* 

-' iL — tf • ^ \ a — * 

*"•• du r^- — rf. 



/•"■• tiu r"^- — ar 



Dann ergeben sich n und r als eindeutige, endliche und stetige Funktionen 
von t, und man erhält so eine Parameterdarstellung der 6'-Kurve, die durch 
den Punkt /^,, '•„ geht und die Anfangsrichtung ;;„ hat. 

Aus dieser Parameterdarstellung lassen sich wichtige Folgerungen 
ziehen. Zunächst erkennt man, daß u und /* stets dem Rechtecke 1R^ an- 
gehören. Das bedeutet aber, daß die betreffende (/-Kurve ganz in diesem 
Rechtecke JH., verläuft. Weiter läßt sich zeigen, daß diese Kurve entweder 
geschlossen ist oder das Rechteck 9t^ tiberall dicht erfüllt. 

Ist '^,''i irgend ein Punkt des Rechteckes 3?«, der auch mit dem 
Punkte /^„ r„ zusammenfallen darf, so werden h und r, wenn man sie gemäß 
den Gleichungen (D.) als Funktionen von x und y ansieht, die Werte 
ffi und t\ für 

X = .r, + 2 ///j w,, + 2 tili cyji , 

// = Z/l + 2 //?, C/>i2 + 2 ?//2 U)22 

annehmen, wo tn^ und ///2 beliebige ganze Zahlen bedeuten, während Xi und i/i 
dem Gebiete 

a; = 2(ja;,i + 2a(y,,n // = 2 pWi2+ 2 00)2-2 [^,o=(o...i)] 

angehören; es läßt sich beweisen, daß es in diesem Gebiete nur zwei 
Stellen .ti,//i gibt, die die verlangten Werte u^ und r, von tt und v liefern, 
jedoch ist dieser Beweis für das folgende nicht erforderlich. Jetzt sind zwei 
wesentlich verschiedene Fälle zu unterscheiden. 
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Hat erstens das Verhältnis 



CO«. 



keinen rationalen Wert, so lassen sich nach einem bekannten Satze beliebig 
viele Paare ganzer Zahlen ^i,/^2 derart bestimmen, daß 

irgend einem gegebenen Werte y^ beliebig nahe kommt. Hieraus folgt 
vermöge der Stetigkeit der Funktionen v und r, daß zu den Werten 

a: = a:i + 2^1 cü„+ 2,1/2^21, 

^erte w, und rj von ?^ und v gehören, die sich beliebig wenig von n^ und i\ 
unterscheiden. Geht man jetzt zu der betrachteten ö-Kurve zurück, definiert 
slso n und v durch die Gleichungen (A.), und wählt 



/»'o du /•*■'• — de 



SO folgt, daß zur Zeit 



«0 üdu /»'t. — Fd. 



^ = ^'l+2/4lÜ>ii+2,U2«>21- / ~^--—r-+/ --=- 

•/ VC — a J Y a — V 

der bewegte Punkt oder genauer sein Bild in der ?^ 2; -Ebene einen Punkt 
in der wr -Ebene erreicht, der dem gegebenen Punkte u^^Vi beliebig nahe 
kommt, und das tritt sogar beliebig oft ein, da es ja beliebig viele Paare 
ganzer Zahlen ,Ui^f^2 gibt, die die verlangte Beschaffenheit besitzen. Hieraus 
folgt aber sofort, daß die betreffende 6^-Kurve das Rechteck fR überall 
dicht bedeckt. 

Hat ziceitens das Verhältnis q einen rationalen Wert, so seien g^ und 
Qi diejenigen beiden ganzen Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, ftir die 

2//iWi2 + 2i/2ü;,2 = 
wird, während 

2/71^,1 + 25^2^21 = 2/2 
X>ositiv ausfällt; da 

/"* r^ (^' — V)dudr 
/ v> r — ^/ - T- 
^/ y (/ — aya — l 

inen wesentlich positiven, von Null verschiedenen Wert hat, kann £1 nicht 
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verschwinden. In diesem Falle werden ?/„ und r„ zor Zeit 

genau dieselben Werte n und '* annehmen, die sie zur Zeit / = besaßen, 
denn das Wertepaar «/„, r„ gehört bei ganzzahligem ^, und ^2 zu 

= 2^iWn + 25r2W,, -r / - -^^r ,^-^7 

^ ' . ^ , r* du f* — de 

]) = 2g^ w, > + 2 //. W22 + / ----- + / . p • 

Mithin erhält man in dem zweiten Fall eine geschlossene Kurve, die inner- 
halb des Rechteckes rH« verläuft. 



x = 



10. 
Während im vorhergehenden eine einzelne 6'-Kurve behandelt wurde, 
will ich nunmehr die Schar der durch den Punkt /^J, r„ gehenden 6-Kurven 
ins Auge fassen. Durchläuft /;„ alle Werte von bis +00, so variiert a von 
r(e;„) bis r(?/„). Mit a ändern sich die zugehörigen Rechtecke 3i(c), es 
ändern sich ebenso, wenigstens im allgemeinen, auch die Perioden 2a)|,^ 
2tti,2,2a>2,, 20^27, es ändert sich daher auch, wenigstens im allgemeinen, das 
Verhältnis q, dessen Wert den Charakter der betreffenden ö-Kurve bestimmt. 
Es läßt sich beweisen, daß q entweder eine stetige Funktion von a ist oder 
sich auf eine Konstante reduziert. 

Es war 

/"* du 



ff 



Wird hierin an Stelle von u als Integrationsvariable U eingeführt, so ist- 
U^L sowohl für u = a als auch für // = .l. Man hat daher das Integrations— 
intervall in die Teilintervalle Qi...QI) und (0....4) zu spalten, denen di»^ 
Intervalle {a...L) und (L...ce) von 6 entsprechen. In dem ersten Intervall ist^ 



in dem zweiten 



za setzen. Die Ausführung der Substitution ergibt dann 
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«, _ /•' -Q'(ü)dU 



yQ~(u)yu-a' 

Hier ist zu beachten, daß p(f/) für 6^=/. von der ersten Ordnung ver- 
schwindet. Deshalb setze ich 

-q'(ü)^ R(U) 

sodaß sich für (o,, der Ausdruck ergibt 

.'- R(U)dU 






(l>.o~ 



U) 



HJm dies Integral in ein eigentliches zu verwandeln, braucht man nur zu 
substituieren 

VT L -\- a Ij et y. 

II3ann wird 

L + a h — a 



n^riii:X^---^^^^i)di. 







]^unmehr läßt sich die Differentiation nach dem Parameter et ohne weiteres 
musfUhren, und man findet, wenn man wieder zur Veränderlichen (^zurückkehrt, 

da " J L^a y(^U—d){L-ü) ' 

CL 

Diese Gleichung zeigt, daß (o,, eine stetige Funktion von a ist. 
In ähnlicher Weise läßt sich das Integral 

a\V)dV 



M 

Umformen. Man findet 



/a \^v )ay 



Vind hieraus ergibt sich mit Hilfe der Substitution 
^Is Ableitung von w^^ i^^^l^ ^^'• 
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Solange a und A von einander verschieden sind, hat 

/^ du 

a 

sieher einen wesentlich positiven, von Null verschiedenen Wert. Läßt man 
a und A sich nähern, wobei beide dem Werte Null zustreben, so nähert sich 
a dem Werte L. Die Gleichung 

L + a L — a 



w.=fR{;^^-'~-'co^i)d^. 





zeigt dann, daß a>i2 sich dem Grenzwerte 

nähert, der von Null verschieden ist. 

Ebenso hat 0^22, solange h und B von einander verschieden sind, einen 
wesentlich positiven Wert. Für b = B wird aber a = M und flir co„ ergibt 
sich der Grenzwert 



der von Null verschieden ist.*) 

Da coj2 und (O22 stetige Funktionen von a sind und da 0^22 niemals 
verschwindet, ist auch q^ wenn es wirklich von a abhängt und sich nicht 
auf eine Konstante reduziert, eine stetige Funktion von or, womit die vorher 
ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

Man könnte jetzt den Einwand erheben, daß vielleicht q sich immer 
auf eine Konstante reduziere. Daß es sich nicht so verhält, läßt sich leicht 
zeigen. Wäre q eine Konstante, so müßte 

" da ^^ da 

sein, woraus durch Einsetzen der Werte folgt : 

Q(a)^ r' r R(ü)SXV)(L'^(V ^^M} ^S(V)RXÜ)(a-^ 
// VC C^- aXL - U) V( V- M) (a- V) 

Diese Gleichung muß identisch bestehen, wenn a zwischen U(uy^ und V(\\^ 
liegt Wenn aber die betrachteten Funktionen alle analytisch sind, so ist 
dasselbe für alle Werte von a zwischen M und L der Fall. Bildet man 



*) Hierin liegt die Berechtigung, die beiden größten Sehnen des Ovales parallel 
der U' und o-Achse als geschlossene G^-Karven anzusehen. 
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non die Grenzwerte des Ansdmckes Q für a = L und flir or = M, so ergibt sich 

^\ J \'JJ L-M^l(v—M)(L—V) ^'V y(F— 3/)(L— K)' 

M M 

Diese beiden Ausdrücke verschwinden nicht identisch. Wird im besonderen 

,S(F) = -1 

gesetzt, was erlaubt ist, so kommt 

^L^U R'(U)dU 



^ ^ J L-Aly(U-M)(L'-U) 



vnd dieser Ausdruck ist, wenn R'{ U) stets positiv ist, sicher nicht gleich Null. 
Auf der anderen Seite gibt es Fälle, in denen q konstant ist. Um 
solche Fälle zu erhalten, braucht man nur anzunehmen, daß Ii(U) und S{V) 
sich auf Konstanten reduzieren, denn alsdann verschwinden die Ableitungen 
Ton Wi2 und coj^ nach «, mithin ist q eine Konstante. Die Funktionen U(u) 
und F(i') erhält man in diesem Falle aus den Gleichungen 

in denen r und s Konstanten bedeuten. Bei dieser Annahme wird 
Daher ist 

r 

q ist also rational oder irrational, je nachdem r und s kommensurabel sind 
oder nicht Besonders einfach gestaltet sich die Untersuchung der zu dem 
betreffenden Linienelement gehörigen 6^-Kurven, wenn man annimmt, daß 
l(U) ünä jti{U) Konstanten sind, t/und F werden dann ganze Funktionen 
zweiten Grades von u und r, und die ö-Kurven sind LissajmisBche Kuryen. 
Die genauere Durchführung dieser Annahme hat einer meiner Zuhörer, Herr 
A. Pßster, übernommen; sie bildet den Inhalt seiner Dissertation ,^Übei* die 
geodätischen Linien einer Klasse von Flächen^ deren Linienelement den Liou- 
villeschen Typus hat"" (Kiel 1904). 

15* 
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Die Frage, wann q sich auf eine Konstante redaziert, in voller 
Allgemeinheit zu beantworten, ist mir hoch nicht gelungen; immerhin scheint 
der hier gegebene Ansatz zu weiteren Untersuchungen aufzufordern. 

Zum Schlui3 sollen die Ergebnisse, die in den Abschnitten 8 bis 10 
gewonnen worden sind, in den folgenden Lehrsatz zusammengefaßt werden. 

Lehrsatz 2. Wird unter den Voraussetzungen des Lehrsatzes 1 

ds' = [ £^(i^) - V{v)] (du" + dv') 

gesetzt, so besitze)! die zugehöiigen G-Kurven folgende Eigenschaften: 

Wenn von einem Punkte w„, r^y im Innern des Ovales eine G-Kurve mit 
der Anfangsrichtung 

ausgeht, so liegt sie ganz in dem Rechteck dt^, desseu Ecken 

a,b a^B A^b A,B 
dadurch bestimmt sind, daß a, A und b, B die Wurzeln der Gleichunge7i 

bedeuten. Bildet man feiner den Quotienten 

__ r^ du r^ de 

SO sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. Ist q rational, so ist die G-Kurve geschlossen. 

2. Ist q irrational, so wird das ganze Rechteck 9i„ von der G-Kurve 
Überdll dicht erfüllt. 

Betrachtet man die Schar der von dem Punkte u^, i'y ausgehenden 
G'Kurven, so gibt es wieder zwei Möglichkeiten: 

1. Der Quotient q ist von a uiuibhängig, hat also für alle Kurven der 
Schar denselben Wert. Dann sind diese Kurven entweder alle geschlossen 
oder erfüllen alle ihr Rechteck überall dicht. 

2. Der Quotient q ist eine stetige Funktion von a, also auch vo7i />„. 
Dann sind unter den Aiifangsrichtungen diejenigen überall dicht verteilt, die ein 
rationales q und damit geschlossene G-Kurven liefern; die Mächtigkeit dieser 
Anfangsrichtungen ist die des Inbegriffes der ganzen Zahlen. Die übiigen 
Anfmigsrichtungen liefern G-Kurven, die ihr Rechteck überall dicht bedecken. 
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Der innere Zusammenhang der flächentheoretischen 

Grundformeln. 

Von Herrn J. Knoblauch in Berlin. 



I. 

Wenn man die Formelsysteme überblickt , auf denen sieh die zu- 
sammenfassenden Darstellungen der Flächentheorie bis zu den neuesten hin 
aufbauen, so kann man sich des Eindrucks nicht erwehren, daü es an einer 
einheitlichen Grundlage fttr diese Theorie noch fehlt. Wer an der Hand 
solcher Darstellungen in die Differentialgeometrie eindringt, wird zwar von 
der Wichtigkeit der ö«?i/?schen partiellen Differentialgleichungen und der 
drei Relationen zwischen den sechs Fundamentalgrößen eine genaue Vor- 
stellung gewinnen. Aber außerdem sieht er sich einer beträchtlichen Anzahl 
anderer Formelsysteme gegenüber, deren Zusammenhang mit jenen Gleichungen 
nicht klar ist und von denen er annehmen muß, daß sie sich, wenn über- 
haupt, auch in einander nur durch einen unverhältnismäßigen Aufwand an 
Rechnung überführen lassen. So werden, um ein Beispiel anzugeben, die 
Formeln von Rodrig^ies und die Weingarten^cXiQXi Gleichungen gewöhnlich 
an ganz verschiedenen Stellen der Theorie bewiesen. Während es nun sehr 
leicht ist, jene Formeln durch Einführung der Parameter der Krümmungs- 
linien aus diesen zu folgern, so finde ich doch nirgends ausgesprochen, daß 
beide Gleichungssysteme inhaltlich identisch sind und daß daher verlangt 
werden muß, auch umgekehrt das Weingarten^Ght aus dem von Rodrigues 
auf einfachem Wege herzuleiten. 

Dem Mangel einer einheitlichen und leicht zu handhabenden Methode 
ist es auch zuzuschreiben, daß die herkömmlichen Formelsysteme fast nie 
den Inhalt eines flächentheoretischen Ergebnisses vollständig wiedergeben. 
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Man pflegt sich bei einem solchen Resultat mit dem geometrischen Satze 
selbst zu begnügen und legt höchstens noch Wert auf eine gewisse formale 
Einfachheit des Beweises, wodurch dann oft die Stellung des Satzes inner- 
halb der Theorie verschoben wird. Die Spezialisierung der krummlinigen 
Koordinaten ist ein von alters her beliebtes Hilfsmittel zur Vereinfachung 
der Beweise. Allein niemals kann ein dififerentialgeometrisches Verfahren 
als befriedigend angesehen werden, das nicht mit einer Relation unter 
geometrischen Größen zugleich die Möglichkeit liefert, diese Größen durch 
Rechnungsausdrücke von leicht zu überblickendem Bildungsgesetz, und zwar 
unter der allgemeinsten Annahme über die Parameter, wirklich darzustellen. 

Je eingehender man sich mit der Theorie der krummen Flächen be- 
schäftigt, um so mehr wird man in der Anschauung bestärkt, daß das über- 
sichtlichste und brauchbarste System von Fundamentalformeln auf die Theorie 
eines simultanen Systems zweier quadratischen Differentialformen oder, etwas 
allgemeiner, « einer quadratischen und einer bilinearen Differentialform zu 
gründen ist. Auch da, wo nur eine einzige Differentialform ins Spiel kommt, 
wie in der Theorie der Abwickelung, erweist es sich als sehr zweckmäßig, 
von den Hilfsmitteln der simultanen Transformation zweier solchen Formen 
Gebrauch zu machen. Man kann dies ohne weiteres, indem man zu der 
gegebenen Form z. B. das Quadrat einer beliebigen linearen Differentialform 
oder des Differentials einer willkürlichen Funktion hinzunimmt: eine Ein- 
führung, zu der man ohnedies veranlaßt wird, sobald man außer den beiden 
Koordinatenlinien noch eine dritte Kurve auf der Fläche betrachten will. 

Freilich versteht es sich von selbst, daß aus der Theorie der 
Differentialformen als solcher keine geometrischen Resultate abgelesen 
werden können, daß also geometrische und analytische Untersuchungen ein- 
ander in der Flächentheorie beständig durchdringen müssen. Die grundsätzliche 
Benutzung der Formentheorie lehrt aber zugleich die geometrischen Größen 
kennen, die für die Differentialgeometrie von wirklicher Bedeutung sind, 
und schützt vor der Einführung der großen Masse derer, denen keine 
Wichtigkeit beizulegen ist und die man daher, wo sie sich aus anderer Ver- 
anlassung eindrängen sollten, zu eliminieren bestrebt sein muß. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, jene einfache Methode im 
Zusammenhange darzulegen und für den Nachweis der Verknüpfung der 
Grundformeln unter einander zu verwerten. Die Formelsysteme selbst finden 
sich, um nur auf neuere Gesamtdarstellungen der Flächentheorie hinzuweisen. 
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Bemerkt sei noeb, daß sich die Beweise einiger Formeln dorch aus- 
giebigere Benntzang der Invariantentbeorie bätten vereinfacben lassen. Doch 
ist das Bestreben maßgebend gewesen, mit möglichst wenig Hilfsmitteln 
auszukommen und namentlich eine tunlichst geringe Anzahl von Operationen 
einzuführen* 

IL 

Aus den Elementen der Differentialgeometrie ist bekannt, welche 
Wichtigkeit den beiden quadratischen Differentialformen 

A = Eihi" +2 F du dv + 6V/r' = ds" , 
B = I du^ + 2Mdu dr + Xdr^ = u ds" 

zukommt, wenn die cartesischen Koordinaten der Fläche als Funktionen 
zweier Parameter u, v betrachtet werden. Ihr Quotient n stellt die zu dem 

Differentialverhältnis ,- gehörige Normalkrttmmung dar, und die Aufgabe, 

den größten und kleinsten Wert von 7i zu finden, ftthrt geometrisch auf die 
Theorie der Uauptkrttmmungen, namentlich den EulerAcheu Satz, analytisch 
auf die Transformation der beiden Formen A und B in algebraische Summen 
von Quadraten linearer Formen. Für 

(1.) A = «11 du^ + 2 «12 du dv + a^ dr^ 

als irgend eine definite, 

(2.) A = /a du"" + 2 /,2 du dv + l^ dv^ 

als ganz beliebige quadratische Differentialform findet diese Transformation 
ihren Ausdruck in den Gleichungen 

vermöge deren sechs Größen, /,, /a und die vier Koeffizienten m^ in 

3R2 = r/?2i du + r>?22 dr , 

ebensovlelen Bedingungen unterworfen werden. Speziell sind /] und In 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 

rtjje tji, U12I ^12 

üyi l /,2 , ((22 ' '2 



(5.) 



12 
'22 



= 0. 
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Die aas den Gleichungen (3.) entspringenden Operationen und Grandformeln 
lassen sieh aus denen, die ich im 115. Bande dieses Journals (S. 194 ff.) 
angegeben habe, durch Vertauschung von Bezeichnungen ohne weiteres her- 
leiten. Im Anschluß an die dort getroffenen Festsetzungen, die hier nicht 
wiederholt werden sollen, nur unter geringer Abweichung in der Vorzeichen- 
bestimmung, kann man filr den besonders zu beachtenden Grenzfall, wo A 
dem Quadrat einer linearen Form gleich ist, die Definitionen folgendermaßen 
stellen. 

Es sei 

(6.) m^ du -f Wi d r = %^ 

eine lineare Differential form, deren Koeffizienten als Funktionen von u. und 
r entweder willkürlich angenommen oder der jeweiligen Untersuchung gemäß 
passend zu bestimmen sind. Wegen A = 3Ko ist 

'U'22 *12 — ^7 

und es sei l^ diejenige Wurzel von (5.), die infolge hiervon verschwindet. 
Dann wird ' 

^ '^ ' «,,«-.>3— «?,. « ' 

d. h. 

I,* 

wenn, wie Üblich, of,^ die durch die Determinante |^/.^(=ra dividierte, zu dem 
Elemente a^ gehörige Unterdeterminante bezeichnet, t, k und andere nachher 
einzufilhrende Indizes nehmen unabhängig von einander die Werte 1 und 2 
an. Daß die meisten der vorkommenden Formeln verallgemeinerungsfähig 
sind, wobei dann die Indizes die Werte von 1 bis zu einer beliebigen ganzen 
Zahl )i zu durchlaufen haben, ist bereits erwähnt worden. 

Wird nun, soweit nur quadratische oder bilineare Formen ins Spiel 
kommen, das Operationszeichen //„ durch die Formel 

//,(A,A) = ji; «,,/,, 

t, k 

erklärt, so kann man setzen 

(8.) /2=//:,(A/wo- 

Für %i = d(p geht diese Größe in den Beltramhchen Differentialparameter 
erster Ordnung der Funktion (p über. Vermöge der zweiten Gleichung (3.), 
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die jetzt die Form 

hat and mit 

(r?i, du -}- m-2 dvy = ^O/^^i du + m^^ dxyf 

übereinkommt, können m^ nnd 7/722 ancli dem Vorzeichen nach durch die 
Ausdrucke 

(9.) «>. = ];^ , -. = ^^ , 

d. h. 3^2 durch den Ansatz 

(10.) 2K = j /ajm,rf?^ + 7w,rf0 

definiert werden, wo die Quadratwurzeln positiv sind. 

Die Koeffizienten von ^{1 lassen sich durch die von %2 eindeutig 
mittels der Formeln 

(11.) ^^ 

]fa 

bestimmen, aus denen fUr ^{^ selbst der Ausdruck fol^: 

Es werde fiir zwei beliebige binäre Differentialformen die Bildung 
der Funktionaldeterminante inbezug auf die Differentiale mit nachfolgender 
Division durch das Produkt der Dimensionen der beiden Formen mit dem 
Operationszeichen 7> bezeichnet und bei dieser, wie allgemein bei irgend 
einer Invarianten bildenden Operation durch den Index a angedeutet, daß der 
entstehende Ausdruck durch Division mit einer passend gewählten Potenz 
der Determinante a in eine absolute Invariante verwandelt werde; sodaß 

z. B., wenn 

%^^Pxdn'\-p,dv 

eine beliebige lineare Differentialform ist, 

\a Pi y /•} 
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(19.) p,^^u,,p,. 

Sind nun insbesondere 3W, und 9K2 in der oben angegebenen Weise 
mit dem Formenpaar (A, %i) verknüpft, so folgt aus den Werten (9.) und (11.) 
der Koeffizienten ?u,a 



und es wird 



dg) dqi 



' Ott öv 



(20.) 



(a,.^ ?;*, — a,, w,) -^^ — (a,,wi, — a, , ?/i,) ^ ^ 

^%(p— - — ^- 

y « l/«2, ?;* J — 2 «/, , ///, ?«, + «, , ^'*2 



Will man die Differentiationen aller Ordnungen durch wiederholte 
Theta-Operationen ersetzen, so hat man vor allem zu fragen, welche 
Gleichung im System dieser Operationen die Integrabilitätsbedingung für die 
lineare Differentialform dcp^ 

ÖV _ ö> 

dodu duäv^ 

vertritt. Sie kann als Bedingung dafUr aufgefaßt werden, daß die Größe 
dd(p — dd(p^ als bilineare Differentialform dargestellt, identisch verschwindet. 
Wieder werde von dem allgemeineren Gesichtspunkte aus 5ßo an Stelle 
von dip betrachtet und die bilineare Kovariante dieser Differentialform, 






U^ 

gebildet. Zunächst ergibt sich durch Einführung der Formen 9J2j statt der 
Differentiale, und der ihnen entsprechenden 

(21.) m,^Zm,,i)xi, 

statt der Größen du/, 

WO ^aß durch die Gleichung 
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definiert ist. Man kann die Differentialinvarianten p^ß anders darstellen, indem 
man vermöge der aus (19.) und (16.) folgenden Formeln 

(23.) IK = 2: m p , 

(24.) §1=^-^.^^ 

die Größen p^ durch die Invarianten p^, die Differentiationen durch die 
Theta-Operationen ersetzt. Unter Benutzung der Relationen 

(25.) j; .«,,//„,= ' '^ 

* 10, pS^« 

findet man, wenn 

(26.) 2: 0'«/ ^ft tn^i - AV* ^a ^^^e») = *p> -ß 

gesetzt wird, 

(27.) P.,^ ^»ßPa- »a h^ f ^\. aß ^, • 

Die Größen m^,«^? sind dabei Invarianten des Formensystems (5R,) allein. 

Geht man in den Formeln (26.) zu den Differentialquotienten zurück, 
so kann man auch die Gleichung 



(28.) a>-"'''(Ä4^'')=»v., 



als Definition für \\\^aß gelten lassen. Sie lehrt, daß diese Größe für die 
Form 2K^ dieselbe Bedeutung hat, wie p^ß für %,. 

Zu bemerken sind noch die aus (22.) folgenden Eigenschaften der 
Invarianten p^ß*. 

0, ß^a 



(29.) p^«- 



die in gleicher Weise auch für die Größen in^,«^ gelten. 

Inwiefern diese Definitionen und Ergebnisse auch für eine beliebige 
Anzahl von Variabein Uj, ... xi^ bestehen bleiben, ist aus den Formeln selbst 
unmittelbar ersichtlich. Unter der hier beständig festgehaltenen Voraus- 
setzung n = 2 ist auf Grund von (29.) nur eine einzige Größe p«^ in Rech- 
nung zu ziehen, 

P 12 = C^ii /^2 - /'21 A^n) (g{~ - g^) 
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oder 

(30.) p„=l(|^_|j). 

Ihr treten die beiden Invarianten 

,^, , ^'^''~m \ du "'d'tc )' 

zur Seite. Die bilineare Kovariante der Form ^u hat den Ausdruck 

und die Integrabilitätsbedingung p,2^0 wird 

(32.) 6^2 pi - .9i p, + m,,r2 ^1 - m,,.,! p2 = 0. 

Geht man endlich zu der Annahme ^ = t/</), also 

zurück und setzt zu weiterer Abkürzung 
(33.) m,,« = -9., 

ni2, 21 — 92 ? 

80 erhält man als die gesuchte Gleichung, die bei Anwendung der Theta- 
Operationen aussagt, daß die Reihenfolge der Differentiationen gleichgültig ist: 

(34.) i>., ,% q)-f>i f>2 (p = %i V/p - 92 '>2 (p . 

III. 

Die Differentialform A möge jetzt die zu Anfang des vorigen Para- 
graphen bereits erwähnte Bedeutung haben, also das Quadrat des Linien- 
elements einer Fläche darstellen, sodaß an,ai2,^^22 den Fundamentalgrößen 
erster Ordnung gleich werden: 

(1.) «11 = ^5 «i2 = ^j a22 = <?. 

Die Koeffizienten ?/ii, 7^2 von 2K(, bleiben willkürlich; dann stellt die Glei- 
chung 3Rü = oder 3R2 = eine beliebige auf der Fläche liegende und 
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durch den Paukt {u^v) gehende Kurve c, 9Ri = eine zu ihr senkrechte 
Kurve c' dar. Unter der Annahme (1.) sollen nun an Stelle von 





ü)i., 


3K., 


,%<f, 


d-2(p 


die Zeichen 












m\ 


m, 


e<p, 


0'(p 



geschrieben werden. Dann ist nach II. (10.), (12.), (17.), wenn ]/EG--F'=-T 
gesetzt wird: 

^ _ _ ^(^*i_^^+3^jO 

^,_ {Em ^ — F m,) du + (Fm^^Gnij)dv 
~ YGmi - 2 Fm,m, + Evil ' 



(2.) 



(3.) 



A) _ ' dw et? 

^'^ ~ VGmJ— 2 i^'Wj w^T £^^ ' 

^ TYGm'i-^2Fm,m, + Eml 



Man erkennt unmittelbar, daß Oq) nichts anderes ist als die unendlichkleine 
Änderung der Funktion (pQij r) beim Fortgange längs der Kurve c, dividiert 
durch das Bogenelement dieser Kurve, und daß ©'</? für die Kurve c' die- 
selbe Bedeutung hat. Solche Differentiationen längs Kurven sind seit Lmw 
explizite oder implizite häufig angewendet worden, und in Deutschland hat 
namentlich v. Lilienthal in einer Reihe von Abhandlungen einen systematischen 
Gebrauch von ihnen gemacht. Will man die Grundforraeln in ihrer über- 
sichtlichsten Gestalt erhalten, so hat man, wie eingangs erwähnt und im § II 
beschrieben, die Theta-Operationen an die Theorie eines Formensystems zu 
knüpfen und dann, wie diese Theorie es mit sich bringt, beständig am Leit- 
faden des Invariantenbegriffs vorzuschreiten. 

Die Größen 0(p und ö'y sollen als geometrische Ableitungen von (p 
bezeichnet werden. 

Auf jeder der beiden Kurven c und c' erscheint eine bestimmte Rich- 
tung bevorzugt, die durch die Formeln (3.) selbst definiert wird und als 
positiv bezeichnet werden soll. Ihre Kosinus seien (^4, B, C) für die Kurve c, 
(A', B', C) für c\ Dann ist 
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(4.) ' H ' 

Mit diesen Grüßen hängen die durch die Gleichungen 



definierten ßichtungskoainus der positiven Flächennormale mittels der Ete- 
lationen 

X=BG-H'C,... 

zusammen; d. h. die positiven Riuhtnngen der Karven c und c' nnd der 
Xormale sind, in dieser Reilienfolge, den positiven Richtungen der .r-, y- und 
r-Achse äquivalent 

Fuhrt man die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung L, M, N ein, so 
erhält man in bekannter Weise die 6Vn/_/7schen Gleichungen 





Os 


öj[ 


1 


du 


^•i 


t 


a: 


dz] 




ei 


s»t 



a-x 


[ina. /ii 


av 


3ua« 


-M11-{'/ 


t="^' 


a-x 


-m^M^i 


t^NX. 



(6.) 



die bei zyklischer Vertauschnng von x,y,z bestehen bleiben nnd in denen 
die nach Chrüloffd mit ]'. I bezeichneten Koet^zienten rationale Funktionen 
4«r FnrHUmentalgrÖßen erster Ordnung und ihrer ersten Ableitungen sind. 
f* diM«n Gleichungen kann man an die Stelle der partiellen Ableitungen 
«n&rr Ordnung von x die ersten Richtungskosinns der Koordinatenlinien, 
.' and ., , treten lassen, wie dies ?.. B. schon Emieper getau hat, 

\tA «tu« Aint zweiten Ableitungen die Größen 

•>ti^4>faf«:A. IJnter der Annahme /''=^0 erhält man dann, in der hier an- 
X^.*K*.^0;u lkx<;i«hnungsweise, Ausdrücke für 0/1, 0-4', 0V1, &A!, und zwar 
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als homogene lineare Funktionen von A^ A\ X, deren von den Fnndamental- 
größen abhängige Koeffizienten sieh leieht geometrisch deuten lassen. Die 
Richtnngskosinus A , A' haben hierbei zunächst nur eine spezielle Bedeutung. 
Beachtet man aber, daß die eine Koordinatenlinie willkürlich angenommen 
werden kann, so sieht man, daß das auf diesem Wege gewonnene Gleichungs- 
system fllr irgend ein orthogonales Kurvenpaar (c, c') auf der Fläche gilt. 
Der Schluß liegt nahe, daß das abgeleitete und das Gaifß^che System sich 
gegenseitig, und zwar auch unter der Annahme i^'^O, ersetzen, wenn nur 
die Theta-Operationen durch die allgemeinen Formeln (3.) definiert werden. 
Es handelt sich darum, dies zu beweisen, und zwar natürlich nicht auf dem 
mühseligen Wege des Durchdifferentiierens, sondern nach einer Methode, bei 
der die Bedeutung der Gleichungssysteme in keinem Augenblick durch die 
bloß formale Rechnung verschleiert wird. Diesem Zweck dient folgende 
Überlegung. 

Bezeichnet man die linken Seiten der Gleichungen (6.) der Reihe 
nach mit ^'ii,a^'i2,a:22, so kann man jene drei Gleichungen durch die eine 

(7.) Xii dii^ + 2x^2 du dv + x^^2 dv^ = X{L dii^ + 2 Mdu dv -f- Ndv^) 

ersetzen, wenn man sie inbezug auf die Differentiale als Identität betrachtet. 
Die beiden Faktoren rechts sind kovariant in dem Sinne, daß sie beim 
Übergange von ii,v zu beliebigen anderen Parametern ii\v* gleich X' und 
L du''^+2M'du'dv'-\-N'dv'^ werden, wo X\V,M\N' ebenso aus x,y,z, 
u, v' gebildet sind wie X, L, M, N aus x, y, j, ft, v. Demnach muß auch 
die linke Seite von (7.) kovariant sein. In der Tat weiß man, daß fllr eine 
willkürliche Funktion y(^^i, '/i), wenn 

gesetzt wird, die quadratische Differentialform 

2!(pikdUiduj^=z^ 

eine Ko Variante des Formenpaares (A^dcp) ist, und zwar ganz unabhängig 
von der Bedeutung der Koeffizienten a^^. Ich habe diese Form als 
Christoffehche Kovariante bezeichnet , weil ihre Ko Varianteneigenschaft 
unmittelbar aus den Relationen folgt, die Christoffel in seiner grund- 
legenden Abhandlung „Über die Transformation der homogenen Differential- 

Jouraal für Mathematik Bd. 130. Heft 2. 17 
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ausdrücke zweiten Grades" hergeleitet hat.*) Doch ist hervorzuheben, da£ 
die Differentialform als solche zuerst von Gundelfinger aufgestellt zu sein 
scheint.**) 

Was die Größe X angeht, so läßt sich diese noch durch eine simul- 
tane Invariante des Formenpaares (A , rf»r) darstellen. Aus den Formeln (5.) 
und den Ausdrücken der Fundamentalgrößen erster Ordnung folgt nämlich 
unmittelbar 

oder 

l-Z^ = z/^;l', 

d. h. 



(9.) X=Ml--J'x, 

wenn die Quadratwurzel so fixiert wird, daß sie bei der Ausrechnung den 
Wert />« 0/5^) liefert. Hierbei ist z/\r der schon oben erwähnte Differential- 
parameter erster Ordnung von »r, der für irgend eine Funktion (f und eine 
beliebige quadratische Differentialform A durch die Gleichung 

(10.) ^V = 5<'.|j|£-ff.(A,<'*') 

definiert wird. Er ist mit der algebraischen Fundamentalinvariante des 
Formenpaares (A, d(p) identisch. 

Hiernach läßt sich das erste System der Ga?{/?schen Gleichungen aus 
der Identität 



(11.) (D~1/1-^VB = 0» 

deren linke Seite eine Kovariante des Formensystems (A, B,rfy) ist, für 
ip^x ableiten. Die beiden anderen Systeme folgen, wie erwähnt, aus dem 
ersten durch zyklische Vertauschung von x^y^z. 

Es erscheint unnötig, den Zeichen |Y|, 0,^*y einen die Beziehung 

zu A kennzeichnenden Index a beizufügen, weil funktionale Ausdrücke dieser 
Art, die mittels der Koeffizienten anderer Differentialformen gebildet sind, im 
folgenden nicht vorkommen. 

Um nun die (7a«{/?schen Gleichungen in der verlangten Weise umzu- 
formen, hat man die linke Seite der Gleichung (11.) ebenso zu transfor- 

*) Dieses Journal Bd. 70 (1869), S. 47—49. 
♦*) Dieses Journal Bd. 85 (1878), S. 299. 
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mieren wie im § II die Form ^, nämlich durch Einführung der Formen SW^ 
statt der Differentiale, der Theta- Operationen statt der Differentiationen. 
Sodann sind die Koeffizienten von 2Ri, 5Ki5[R2, 9^2 einzeln gleich Null zu 
setzen. Dabei ist jedoch zu beachten, daß nach dem zuerst beschriebenen 
Verfahren aus der mittleren Gaufi^alL^xi Gleichung zwei Formeln hervor- 

gehen, jenachdem man 0.4' oder &A an die Stelle von ^— ^ treten läßt. Es 

ist deshalb zweckmäßig, auch hier wieder, statt von dtp^ zunächst von der 
beliebigen linearen Differentialform %^ auszugehen und die Integrabilitäts- 
bedingung erst später einzuführen. 

Hierbei wird die quadratische Christoffehche Kovariante durch eine 
bilineare, 

vertreten, deren Koeffizienten durch die Gleichungen 



C12-) fc-fl^ly-i-« 



definiert sind. Auch hier kann der Index a bei $ weggelassen werden. 
Der Beweis für die Kovarianteneigenschaft dieser Form unterscheidet sich 
von dem, den ich auf Christoffel^chev Grundlage für die Kovarianz von 
in den Sitzungsberichten der Berliner Mathematischen Gesellschaft vom 
Jahre 1902, S. 63 — 66 gegeben habe, so wenig, daß er hier übergangen 
werden kann. 

Die bilineare Kovariante, die aus $ durch Vertauschung von d mit 
d hervorgeht, ist neben 5ß selbst nicht weiter in Betracht zu ziehen, weil, 
wie man sofort übersieht, 

£ p,^ dUi du, - 2: pij, du, cJ w, = gj 

ist 

Benutzt man jetzt die Gleichungen 

du,=-2flai^a^ 

OL 

P 

zur Umformung von $, so möge 

(13.) ^=2paß^a% 

17* 
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werden. Die Größen p^ß sind durch den Ansatz 

bestimmt, erscheinen also als algebraische simultane Invarianten des Formen- 
systems (Ü)?,) und der Form ^. Wäre $ß eine beliebige bilineare, ü»i,... 
beliebige lineare Formen, so müßte man bei diesen Ausdrücken stehen 
bleiben. Hier aber ist $ eine Differentialkovariante des Systems (A,^,), 
wobei noch 53ii + a)?2 = A ist. Es sind also statt der in den Koeffizienten 
Pit vorkommenden Größen p, die im vorigen Paragraphen definierten In- 
varianten p^ des Systems (!ipo, Ü)ii, ...), statt der Dififerentialquotienten -^'- 
die Invarianten x^x'^y einzuführen, endlich die durch die Formeln 



(15.) PI =\Za,^ (p + ^/i^ - p) 

^ ^ vv) 2 k ^äuk au, ouiy 



definierten C/iristoffehchen Verbindangen mittels der Relationen 

(16.) fl,t = -2: «li,. W;H 

omznformen. 

Mit Hilfe der Gleichungen 11(23.) 

Pi = 2; wii,. pi 

i. 

erhält man zunächst 

p., = ,^ /.., .... u ""■ IS + fc ^:7 - f (?) f •»'. fO 

oder unter Heranziehung der elementaren Determinanten- Relationen II (25.): 

<j, h, na^rh II (16.) 

i/^. nux^j Atu Summenzeichen mit piUaif^ßk multiplizierte Größe ist aus den 
y.^^^zi^jfitn der Formen 'äJi; und A genau so gebildet wie Pi^ aus denen 
«v«r i., ofid A, kann also als Koeffizient von dUi^v^ in der bilinearen 
^ o/,^f/,ffp/^^:\ii',u K Ovariante von '^)lx und A betrachtet werden. Es sei noch 



9 r . g 
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Multipliziert man, wie die Gleichung (17.) es erfordert, mit fi^i l^ßk nnd 
summiert über t und k^ so entsteht ein Ausdruck, der formell aus paß her- 
vorgeht, wenn die eben definierte Kovariante an die Stelle von ^ tritt. 
Setzt man demgemäß 

(19.) ^Uai iLißu m^^ij, = xai^aß J 

so folgt aus (17.) 

(20.) Kß^-%Pa + ^mi^aßp,. 

Die Differentialinvarianten mi,aß lassen sich noch durch die im § II, Gl. (26.) 
oder (28.) definierten Invarianten der Formen des Systems (3K,) darstellen. 
Benutzt man nämlich die Gleichungen (15.), (16.) und die aus (16.) folgenden 

(21.) of,, = ^,« .a^, 

80 findet man unter beständiger Anwendung der Relationen II (25.) ohne 
Schwierigkeit 

(22.) nii,«^ = 2(n\,^ + m«„,A + %,ai). 

Von den aus diesen Formeln in Verbindung mit 

niA,aa = , mi,ßa = ^ ^X,aß 

folgenden Eigenschaften der Invarianten vxx^aß sind die in den Gleichungen 

^X,Xß = 0^ 

enthaltenen fUr die Aufstellung des vollständigen Systems nützlich. Als 
von Null verschieden ergeben sich für n = 2 vier Größen: 

,^Q. nii,2i = m,,,i= 9i, ni,,22 = m2,2i = — 92, 

ni2,ii = mi,i2 = — 9i, ni2,i2 = m2,i2= g«. 

Hiernach folgt schließlich aus (20.) und (13.) 

^ = C'^i^i - 9i P2) 53?i Wl, + (»^2pi + 9. PO 5J?, m, 
(24.) __ _ 

+ ^»ih + 9. Pi) ^2 93i, + (^2^2 - 92 PO 9R2 W2 • 
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Für '?^o=d(p, also pi = ^i^, p2 — ^2<p, und wenn 

m', 5», 0(p, ©V, 9, 9\ % 
für 

geschrieben wird, ist 

Die Koeffizienten von ^'iR nnd 3JtW sind einander gleich aaf Gmnd der 
Integrabilitätsbedingang II (34.), die jetzt die Form 

(26.) 0'0(p-6&(p=g0(p-g'0<p 

annimmt nnd in der g ond g' nach II (33.), (31.) die Werte haben 

_ _ 1^ r ö G m, — Fm^ d Fm, — Em, ] 

^~ r|ö« yGmi-'2Fm,m^+Eiü\ dv yGm\—2Fm,m, + Em\f' 
(27.) 






Tm, ö r»», 



9- rr\a.. yGjn\-2Fm,m,+£ml d r y'Gmf^:^Fm,m, + £^/ * 

Nun hat man zweitens die quadratische Differentialform 
B = !</?<* + 2Mdu dv + iVrfw^ = £ bi^dUi du^ 

oder, wenn man will, die zagehörige bilineare 

» = ^ 6rt rf«i <^«t (*« = 6.0 

* » * 

durch Einführung der Formen ^. umzugestalten. Die Werte der neuen 
Koeffizienten sind aus 

i^ = z a»« Wi^ i: a«, a^, 6,, 

sofort abzulesen, und es sei 

(28.) Zßaiihkf>i,= Kß, 



Bodaß 






wird. Setzt man im einzelnen 



(29.) b,.^-^4zi2^u»i4^ = „ 



G mj — 2 Fwi, ?/», + jfc mj 
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,9QaN t, _ N(Em, — Fvi,y-2M(Em,-Fm,)(Fm, — Gm,) + L(Fm,-G mJ_^^, 
(^^».; Vn— T\Gml--2Fm,m,+Eml) -^^' 

,«^x r _ (FN— G M)ml - (EN— G L)m, m, + {EM-- FL)m\ _ ^ 
^ö\).) 0i2 — T{Gm\-2Fm,m, + Em\) "" ^' 

80 erhält man 

(31.) ':ö^n^'Wi'+t{m'm + mW) + n'mm. 

Da der zweite und dritte Koeffizient sowohl in ^ wie in ® einander gleich 

sind, so verschwindet die bilineare Kovariante 5 — Vi — ^^ 33 gleichzeitig 

mit der quadratischen — Vi — z/*yB, und man findet als den drei ersten 
öaM/?schen Gleichungen äquivalent folgende vier: 

Die geometrische Bedeutung der hier auftretenden Größen n, n', ^ g^ g' 
ist bekannt. 

Um die Form dieser Gleichungen von der der ursprünglichen (6.) 
zu unterscheiden, könnte man sie als invariant, nämlich im Gebiete der 
Differentialformen A, B, 53?o und dx^ bezeichnen. Allein bei durchgehendem 
Gebrauch dieser Benennung würde es sich nicht vermeiden lassen, von der 
nicht-invarianten Form einer Kovariante oder Invariante zu sprechen. In- 
folgedessen ist es zweckmäßiger, die Unterscheidung der beiden Gestalten, 
in denen diese und andere, sogleich zu erwähnende Gleichungssysteme in 
der Flächentheorie erscheinen, von einer mehr äußerlichen Eigenschaft der 
Formeln herzunehmen. Die Gleichungen (6.) enthalten die Differential- 
quotienten der kartesischen Koordinaten, die Richtungskosinus der Normale 
und die Fundamentalgrößen lediglich rational; dagegen kommt in den De- 
finitionsgleichungen für 0</? und &if noch eine Quadratwurzel vor, die 
demnach im allgemeinen auch in den mittels der Theta-Operationen gebildeten 
Rechnuugsausdriicken enthalten ist. Hiernach soll von den beiden Gleichungs- 
formen (6.) und (32.) die erste als rational, die zweite als irrational be- 
zeichnet werden. 

IV. 

Den öa?/j(?schen Gleichungen stehen im System der flächentheoretischen 
Grundformeln die Wemjrarte/ischen zur Seite, vermöge deren die ersten Ab- 
leitungen der Richtungskosinus der Normale als homogene lineare Funktionen 
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der ersten Ableitnngen der entsprechenden kartesischen Koordinaten dar- 
gestellt werden; die Koeffizienten sind rationale Funktionen der Fundamental- 
größen. Beim Beweise dieser Grleicbungen tritt gewöhnlich nicht klar 
hervor, daß sie, wie es doch sein muß, aus den Gauß^chen folgen. Zwar 
kann man dies einfach dadurch prllfen, daß man den Ausdruck eines Rich- 
tungskosinns diflferentiiert und für die zweiten Ableitungen der kartesischen 
Koordinaten ihre Werte aus den Gaußschen Gleichungen einsetzt. Aber 
eine deutlichere Einsicht gewinnt man, wenn man, von dem hier einge- 
nommenen Standpunkt aus, den Beweis an die Theorie der Kovarianten 
knüpft, was auf verschiedenen Wegen geschehen kann. 

Man bestimme statt der einzelnen partiellen Ableitungen von X das 
Differential dX und gehe dabei von der bereits benutzten Gleichung 

X=Vl —J^x aus. Dann handelt es sich also um die Berechnung des 
Differentials von J^x^ oder allgemeiner des Differentials einer simultanen In- 
variante von A und ^„, 

I , K 

und zwar unter Einführung der Koeffizienten p^x der Chrtsioffehchen Ko- 
variante an Stelle der Ableitungen der Größen py . 

Wir lassen, wie vorher, ^o zunächst beliebig, ohne auf die für 
% = dx erfüllte Integrabilitätsbedingung Rücksicht zu nehmen. Die Bildung 
des Differentials ergibt 

Die Ableitungen der Größen a^, lassen sich mittels der schon wiederholt 
angewendeten Relationen II (25.) durch die der Größen a^x und damit durch 

die bei Einführung der p^^ ohnedies vorkommenden Verbindungen \^\ dar- 
stellen. Durch Differentiation jener Relationen und Auflösung des ent- 
stehenden Gleichungssystems folgt nämlich 






and weiter, da 
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doik 

O Uy p 

ist, 

d 



s=f[«.l;V«.'{;']] 



Setzt man diese Ausdrücke und, aus III (12.), die der Ableitungen ^^ 

' ^ ^' ^ dUy 

ein, so ergibt sich 



^d^^ a^^PiP, = Z du, Z [a,,p. (/>,, + ^ | ^^\p^) 



Der Teil des Koeffizienten von du,^ der j9;tK nicht enthält, läßt sich schreiben: 

Dieser Ausdruck verschwindet aber, wie man sofort sieht, wenn man in der 
zweiten Summe i mit k vertauscht. Hiernach wird 

(1.) di:a,,p,p,^2 2: a,,p,p,,du,, 

und das Differential der Invariante i/« (A , ^5) ist damit als simultane Ko- 
variante von A,^o und $ dargestellt. 

Speziell folgt für %=d(p, also Pi = -^, Ptr = <Pkr' 

(2.) dJ'if = 2 Ja,, -^ (p,, die, . 

Ist weiter, wie für (p = x^ 



cD-yi-,./^(/)Bi=:0, 
also 



(3.) (P,y = Vi - J'CP K, , 

80 bat man 



dj'w = 2 2: «^ ^ Vi - J'(p K, du,, 



d. h., was hier gebraucht wird, 

Journal för Mathematik Bd. 130. Heft 2. 18 



\ 
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(4.) rf y 1 - j V = - , f «., ^ K, du, 

oder, für 

(5.) —^«nK^Vi*' 

(6.) rfi/r^^=2;7;,,|^rf»,. 



». r 



Speziell ist für y = cr 

n.) rfx= z 3 — rf^/y = 2: dUy 2 ih^ 3— , 

^ ^ y OUy '^ r . ' OUi ' 

woraus sich die Weingarten^QYiew Gleichungen, und zwar in der gewöhnlichen 
rationalen Form 

(o.) 

ÖX dx d.r 

ergehen. Um zu der irrationalen überzugehen, hat man nur die Kovariante 
auf der rechten Seite von (1.) durch Einführung der Kovarianten 9W, um- 
zuwandeln, dann wieder ^^^=^d(p zu setzen und die für q>=^x geltende 
Gleichung (3.) zu benutzen. Es wird 



iyk,y,g,i,a ^ ^ "^ 

d. h. unter der Voraussetzang (3.) 



Hier treten die bereits vorgekommenen Größen 

wieder auf, deren Werte einzeln durch die Formeln III (29.), (30.) bestimmt 
wurden. Die Gleichung 

zerspaltet sich in die beiden: 
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oder 

(9.) 

Die vorangehenden Untersuchungen könnten, wie unmittelbar ersicht- 
lich, so angeordnet werden, daß sie die Beziehungen zwischen den linken 
Seiten der auf Null gebrachten Gleichungen III (6.) und (32.), IV (8.) und 
(9.) hervortreten ließen, statt derer zwischen den Gleichungen selbst. Ferner 
leuchtet ein, daß die gegenseitige Abhängigkeit der Gleichungssysteme gilt, 
gleichgültig ob 9K,) beliebig gelassen oder spezialisiert wird. Setzt man nun 
die Kurve c als die eine und demnach c' als die andere KrUmmungslinie 
voraus, so daß die geodätische Torsion t gleich Null wird, so gehen, nach 
den im 111. Bande dieses Journals eingeführten Bezeichnungen, 0y, &(p^ 
A^ A' in 02 9^? öl 9^1 -Yj, Z,, die Normalkrümmungen n^ 7i' in die beiden Haupt- 
krttmmungen über, und die Gleichungen III (32.), IV (9.) werden mit den 
a. a. O. S. 341 und 342 unter (7.), (8.), (9.) aufgeführten identisch. Speziell 
liefert das letzte Gleichungssystem die Formeln von Rodngues, unter der 
Annahme beliebiger Parameter. 

Wird auf die Übereinstimmung der Gleichungen (9.) mit den TFem- 
garten&chen kein Gewicht gelegt, sondern kommt es nur darauf an, sie 
überhaupt aus schon vorhandenen Formeln herzuleiten, so kann dies nach 
derselben einfachen Methode geschehen, durch die in der Theorie der Raum- 
kurven das dritte System F^'^ne^scher Formeln aus den beiden ersten ge- 
folgert wird. Man wendet die Theta-Operationen auf die Identität 

A' + A'' + X'=l 
an und setzt für Ö.4, ... 0'A' ihre Werte aus III (32.) ein. 



V. 

Das System der Grundformeln der Flächentheorie findet seinen Ab- 
schluß in den drei Fundamentalgleichungen, die für die Gauß-Weingai^ten' 
sehen Gleichungen die Bedeutung von Integrabilitätsbedingungen haben. 
Sie können aus III (6.) und IV (7.) in bekannter Weise hergeleitet werden. 
Das Wesentliche dabei ist, daß mau für bestimmte Ableitungen dritter Ord- 
nung der kartesischen Koordinaten je zwei verschiedene Ausdrücke bildet 

18* 
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und aus den durch ihre Gleichsetzung entstehenden Relationen auch die 
zweiten DifTerentialqnotienten eliminiert. Die Durchfilhning der Rechnung 
liefert die Fandamentalgleichunge» in rationaler Form. Daß die drei irra- 
tionalen Relationen, die man ans III (32.) und IV (9.) durch Anwendung 
der Gleichung IV (26.) auf ^p^A; <p = A' und zyklische Vertauscliung von 
A,B,C; Ä',B',(" erhält, von ihnen nur der äußeren Gestalt nach ver- 
schieden sein können, ist nach dem bisher Bewiesenen von vornherein klar. 
Nachdem aber das Be.stehen der ''miy!?8chen und der Weingartemchtn Glei- 
chungen, und zwar in beiden Formen, an das identii^che Verschwinden einer 
einzigen Kovariante geknüpft worden ist, erscheint es wünschenswert, auch 
die beiden eben erwähnten Gleiclmngssysteme nur als verschiedene Aus- 
drucksformen einer und dereelben Identität zu kennzeichnen. Und zwar 
ni(;ht nur der Einheitlichkeit der Methode wegen, sondern weil das erst- 
genannte Verfahren bekanntlich zuviel, nämlich sechs Gleichungen liefert, 
die efHt iiuf drei zurückgeführt werden müssen. 

Wa» die zweite und dritte Fundamentalgleichung angeht, so hat Wein- 
ijiirii-ii ^chon 1^84 in der Festschrift der Technischen Hochschule zu Berlin') 
bewiü'^cn, daU ihre linken Seiten in einfacher Weise zu den KoefSzienten 
«in*;r linearen Kovariante in Beziehung gesetzt werden können. Behufs 
Hi;rii;itung ihrer irrationalen Form könnte man sich unmittelbar auf dieses 
V.t^t•^*M' Htiltzen. Doch sollen die drei Fundamentalgleicbnngen zusammen 
tf<:h«n'l<:tt und ihre Ilerleitung an eine allgemeine formentheoretische Unter- 
xii'^hiiiig &nge-chlossen werden, 

Kb«««'» wi«: schon die linken Seiten der GtmJhcYi^'a Gleichungen 
iU'i',., darauf fUtiren, in der Flächentheorie statt der Differentialqaotienten 
y.w^.tt^.; Oftriiiiig licr Koordinaten die Koeffizienten der Christof fehc\iQn 
Y.hDutMf^/ ii\T if^:i.ij,z zu verwerten, so hat man auch statt der höheren 
KfAKi^nuy^Kit A'f. Koeffizienten derjenigen Kovarianten einzuführen, die nach 
/.Aidft ''/'/"''.//'-/'':b<;n Verfahren (dieses Journal Bd. 70, S. 56 — 57) ans * ab- 
f(Hi/-,-fA* v-f'-KU V.'''tuuMi. Es sei 

Ktt»K it^::A/ff%K •^nJitit.iufSMi DifferentialforD). Wird 

'^ ^ v>« «■.« I ^.fjit'y-. i\':T aul einandor abwickelbaren Oberlläohen, S. 19 — 20. 




Knoblauch^ Der innere Zusammenhang der fla'chentheoretiscken Grundformeln. 137 

gesetzt, so ist nach Chistoffel die dreifach lineare Diiferentialform 

(2.) Z c,;t,rf?^.()Xb?o=6;3, 

die uns hier allein angeht, eine Ko Variante. Für Cy, = Cij, ist 

dies wollen wir annehmen, denn von einer allgemeinen bilinearen statt von 
einer quadratischen Differentialform auszugehen ist für das Folgende nicht 
erforderlich. 

Setzt man 6/^ = 6,* und macht die drei Differentiale du^du, b?^ ein- 
ander gleich, so geht S3 in die kubische Kovariante H über, auf die man, 
wie ich schon vor längerer Zeit gezeigt habe, durch eine Aufgabe aus der 
Theorie der Normalschnitte geführt wird. 

Setzt man dagegen 



(4.) c,, = cpij, - ]/\ - J'ip b,., 

und nimmt dann (p = x, so verschwinden infolge von IV (3.) sämtliche 
Koeffizienten von O^. Aus dieser einfachen Bemerkung erhält man freilich 
zunächst nur den Inhalt des Gleichungssystems wieder, das durch einmalige 
Differentiation aus dem Gaußschen hervorgeht. Was man braucht, sind 
dagegen Gleichungen, aus denen die Ableitungen dritter und zweiter Ordnung 
verschwunden sind. 

Das Hilfsmittel, das man hierfür aus der Formentheorie entnehmen 
kann, ist die Bildung einer linearen Differential kovariante von O'j und A. 
Vertauscht man nämlich in der Formel (2.) die Zeichen d, (T und b auf 
alle möglichen Weisen und subtrahiert jedesmal den entstehenden Ausdruck 
von 63, 80 findet man, von solchen Formen abgesehen, die infolge von 
(3.) identisch verschwinden, die Kovariante, die ich als Weingar-tensche be- 
zeichnet habe: 

(5.) 2:'^'-^dH,^w^{n. 

Ihre Koeffizienten ergeben sich für /: = !, /=2 aus 

(6.) ^.*'-^.«=öii;-f^-uröii;+f'^"u)- 

Eine leichte Rechnung lehrt nun, daß wenn man, den Gleichungen 
(4.) gemäß, c^ von der Form y^ + ^ ^i* annimmt, 
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'j: w/x)=w.(*)+iw.(B) + /^(B,rfi) 

wird, so daä es sich nm die Herstellung von drei yerschiedenen Ansdrttcken 
handelt. Zunächst findet sich bei W^ (4>) . daß, wie es oben als Erfordernis 
hinge^tellt wurde, nicht nur die dritten, sondern auch die zweiten Ableitangen 
von (f wegfallen. Wird 

C " 



:»■: 



^4?+f(i:in-{:in)H-«i 



gei>etzt so erhält man au^ 



oqf 



die Koeffizienten dieser Ko Variante. Die von W«(B) sind aus ^6.) ohne 
weiteres abzuschreiben, wenn b ftir c gesetzt wird, und auch 

1 * CM, 

bedarf, so lange nur die rationale Form der Ausdrücke in Betracht kommt, 
keiner Umgestaltung. 

Soll nun z. B. W^ (B) in die irrationale Form gesetzt werden« so kann 
man damit begannen, die triliueare Form 



'. «.• 



ZU tran^formieren« um dann erst zu der nW/f//((r/f /ischen Kovariante zurttck- 
zukehren. Eis sei 

: 100 :«, = -I b. . lii Ä . i«. : 

dann sind die Invarianten 

ZU berechnen. Worauf es dabei ankommt und wie die Rechnung zu f&hren 
ii>t« ergibt sich aus der im vorhergehenden angestellten Transformation 
linearer und bilinearer Differentialformen ohne weiteres. 3fan kann deahmlb, 
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8tatt dasselbe Verfahren nochmals anzuwenden, zur Erreichung des beab- 
sichtigten Zweckes die landläufige Methode der Spezialisierung der Para- 
meter benutzen, die auf kürzerem, wenn auch freilich nicht so übersichtlichem 
Wege zum Ziel führt. Da man auf Grund der eingangs gegebenen Defi- 
nitionen jederzeit in der Lage ist, zu den allgemeinsten Formeln zurück- 
zukehren, so liegt hier kein Grund vor, dieser Methode auszuweichen. 

Die Parameter ii\ v' oder u[, t4 seien so gewählt, daß die Linien 
r'=const. mit den durch 5!Ä„ = bestimmten Kurven c zusammenfallen, 
während ?/' = con8t. die orthogonalen Trajektorien liefert. Aus 

folgt dann ?nj = 0, und ferner isti^' = 0. Bedeutet noch £ das Vorzeichen 
von r/ij, ist also 

so hat man 



a'ii ' 



sowie 



a e dtp 

wenn beim Übergänge von ?^i,t(2 zu wl,t/i 

wird. Der Ausdruck für h^ßy reduziert sich auf ein einziges Glied: 

(12.) Kßr = ^'aa f'ßß f^rr ^aßr i 

Qnd es müssen nun die in 



'*='^-f(»"{C1+«4?l') 



vorkommenden Ableitungen nicht-invarianter Größen durch Invarianten und 
durch geometrische Ableitungen von solchen ersetzt werden. Die dabei in 
Betracht kommenden Größen gi, 929 6im ^129 ^22 haben für die speziellen Para- 
meter die Werte 

£ daii 

€ 0022 

. Ö« - - 2^7-^ -ö^iT ' 
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(13.) 6,,=-^. 

Verstellt man da, wo eine Gr5£e mit nar einem Index i behaftet ist, nnter 
k die von i verschiedene Zahl des Paare» (1,2), so kann man die beiden 
Formeln für g, nnd g^ noch in 

znsammenziehen. 

Für die Koeffizienten des tnuisfonnierten Ausdrackes von % ergeben 
sich nach Dnrchfiibrnng der Rechnnng die Formeln 

b.,. = .7,b,,-2bi,g,, 
(15.) &,u = ^.bH + 2b,»8i, 

die wegen der ans 6,», = 6^ folgenden Eigenschaft ba, = bn, ansreichen. 

VertaD>«cht man jetzt behufs Herleitong von W„(B) wieder Ju mit 
b», d. h. W mit W, and subtrahiert, so erhSU man nach Absondernng eines 
kovarianten Faktors 

(16.) W,(B) = £(b,„-b,„)%, 

wo die Koeffizienten in den Bezeichnungen der FiSchentheorie die Werte 
haben 

^ bn2-bj3, = e't+(H'-n)g'~{en'+2tg). 

Wird dann weiter, entsprechend (16.), 

(18.) W.(<l.) = JE(f„.-f,„)M, 

gesetzt, so findet sich beim Hiudurchgehen durch die apeziellen Parameter 

fn.-f,., = -(9,9. + »,a,-9;-9?)»<V. 
f.,2-f,„= (9,8i+''>>8i-9J-b5*.». 

w. (*) = a;,„. (,'>,9 IX, - fl.cf a»,) . 
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Sie lassen zunächst das TFeiV^^r^r^ewsche Resultat, daß W„(B) für sich allein 
gleich Null ist, wieder hervortreten. Und das Verschwinden des Restes von 
Wa(r) wird dann durch die erste Bedingungsgleichung wiedergegeben. 
Die zweite und dritte Gleichung, 

0';i«0^+2^5r'-(n-/i')5r = O, 
^ '^ 0n'--&t+2tg -(n'-7i)/=0, 

sind unmittelbar der zweiten und dritten Fundamentalgleichung äquivalent, 
die in der gewöhnlichen, rationalen Form aus 

^112 — ^121 = V, O221 — O212 ^^ ^ 

folgen. Auch würden sich wieder vermöge der Kovarianz von W„(B) die 
Beziehungen zwischen den linken Seiten beider Gleichungssysteme ohne 
weiteres hinschreiben lassen. 

Die erste Gleichung dagegen, 

(29.) n n' - ^^ = &<j + Og' -g'^ g'\ 

erscheint nicht sofort als der ersten Fundamentalgleichung, d. h. dem Gauß- 
sehen Satze vom KrUmmungsmaß, gleichbedeutend. Denn links und rechts 
stehen hier Kurveninvarianten, nämlich solche geometrischen Größen, die 
durch die Kurve c bestimmt und ihrer Natur nach von der Wahl der Para- 
meter unabhängig sind. Was noch fehlt, ist der Nachweis, daß die eine 
und damit auch die andere Seite von (29.) für alle orthogonalen Kurven- 
paare denselben Wert behält, also eine Punktinvariante ist. Geht man nun 
etwa links zur rationalen Form zurück, so findet man 

(30.) „„'_<^ = |^^' = Ä-„». 

Man kann aber auch, indem man genau in dem Rahmen der eben ange- 
stellten Untersuchung bleibt, auf die Kovarianz von W„ (0) zurückgreifen. 
Aus (21.) erhält man nämlich, wenn man den zweiten Faktor in die rationale 
Form setzt, 

(31.) W.W = -^ K„ [(». 1^- - „„ ll) „„, - (»„ ^ - a„ |i) du.] , 
und weiter durch Vergleichung mit 

I 1 iyV 1 CfUy 
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eine Reihe von Formeln für K„„^^ z. B. 

(32.) K^„=l~{212l]^^K, 

WO K^ von c unabhängig, also eine Punktinvariante ist. Der Nutzen der 
gleichzeitigen Betrachtung der rationalen und irrationalen Form der flächen- 
theoretischen Grundgleichungen zeigt sich hier, ganz abgesehen von der 
Wichtigkeit der irrationalen Form an und flir sich, auch darin, daß die Dar- 
stellungen der GaiißBchen Invariante durch die Christoffel&chen und die 
Rieynanmchen Größen, sowie ferner die Zusammenhänge zwischen den ver- 
schiedenen Größen dieser Art, fast ohne Rechnung hergeleitet werden können. 
Die mannigfachen Formen, die man dem Ausdruck des Gattßüchen Krlimmungs- 
maßes geben kann, sind jedoch zu oft behandelt worden, als daß es nötig 
wäre, sie an dieser Stelle von neuem zu erörtern. 

Berlin, Oktober 1904. 
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Sur les polygones räguliers et les radicaux carräs 

superposäs. 

Par M. Paul Wienisberger a Lyon. 



1. Polygones reguliers supplementatres. 

La somme des angles (int^rieurs) d'un polygone regulier de n cöt^s 
^tant (n — 2fl)7r, j'appelle n F ordre de ce polygone et a son espece. Poinsot 
a montr^ qu'il y a autant jde polygones d'ordre n et d'esp^ces diff^rentes 
qu'il ya d'unit^s dans la moiti^ de rindicateur (p(7i) de l'entier n. Dans 

la suite j'aurai k consid^rer le rapport -=^ de Tesp^ce d*un polygone regulier 

k son ordre; pour abr^ger je me permets de lui donner le nom dindice du 

polygone ; c'est une fraction irr^ductible < • 

Je dirai que deux polygones P„ „ et P„,^„, sont supplementaires si leurs 

indices i=- et «' = -, satisfont k la relation 

n n 

(1.) ^ + ^'' = ^ 

Les polygones d'ordre doublement pair n^^^i penvent seuls 6tre 
supplementaires de polygones de mSme ordre; leurs esp^ces sont alors 
a et 2,u — a (a premier avec ^ et < ,w). Le carr^ est lui-m6me son polygone 
suppl^mentaire. Pour une valeur donn^e de i^>>l, il y a autant de couples 
de polygones supplementaires d'ordre 4^ que de nombres impairs inf6rieurs 
k ^ et Premiers avec ^. 

Deux polygones d'ordres diff^rents ne peuvent Stre supplementaires 
que si Tordre de Tun est impair, Tordre de Tautre etant double de celui du 
premier, et si Tesp^ce du second augment^e du double de l'esp^ce du premier 
est egale k l'ordre du premier. Les indices de ces polygones sont alors 
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- et —^— vn impair; a premier avec n et <:^-^— )■ Pour un ordre donn^ 
n>;3, il y a antant de couples de polygones suppl^mentaires d'ordres 
n et2n qu'il y a de polygones d'ordre n c*est-ä-dire ^y(^0* 



2. Difference des carres des cötes de deux polygones suppletnentaires 
de meine rayon. 

Soient C^^^^et C„,« les cöt^s de deux polygones suppl^mentaires, de 
rayon l,(m</i). En tenant compte de la relation (1.) qui lie leurs indices 

C^.. - C'„^„=4 sin ^^ Q - 2«) = -4 sin ^^ (2«-|). 

n 6tant >m, ne peut 6tre impair. S'il est simplement pair, ^ = ^*' ^^ ^*^"* 
premier avec w, +(~ — 2 a) Test aussi. Donc pour n simplement pair 






m, 6 






+ 2C 



n.j-2a 



Sl 



a 

71 



-2G 



n,ia-^ 



1 

4' 

1 
4* 



n 
4 



Si n est doublement pair, m = n et ou peot supposer a<:i^. Si ?i = «» ^ 
(mod. 8), 2 ^t 4 — ^ öönt Premiers entre eux, donc 



2sin-r2a — ^)= C« n . 



Si n = m^4 (mod. 8), j et ^ (j — ö^j »ont premiers entre eux et 



2V4 



2 sin-(2a — ^)= Ct » « 



Donc (avec +, si - <C t et - , si - > t ) 



C^«,6 "-^'n, a = ± 



2Cn _^/h \ si n = 7/1 ^ 
2-, ±(,2-«; 



2Cn _^l /n \ 



= 4 



(mod. 8) . 



Ces formules se v^rifient facilement par des consid^rations g^om^triques. 
£n les combinant avec 
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on troave les r^sultats suivante oü les signes + correspondent au cas oü 
rindice - est > j et les signes — au cas oü - < t : 



^ n 4 

(A.) n=l(mod.2), CJ,„ = 2 + (7,„i(4«-„; 

(B.) « = 2(mod.4), C^,„ = 2±C„i(,,_|); 

(C.) « = 4(inod.8), C*,„ = 2±C-,4(„.^i); 

(D.) n = 0(mod.8), Ci., = 2±C., ,(„_-). 

Ces quatre formales permettent de ramener le calcul du cöt^ d'an 
polygone regulier d'esp^ce quelconque au cas oü l'ordre n est simplement 
pair, sauf si n est une puissance de 2 et, dans ce dernier cas, on est ramen^ 
au cöt^ du carr^. 

3. Expresstons j au moyeii de radicaux superposes^ des cötes des 
polygones reguliers, de rayon 1, dont tordre est une puissance de 2. 

La formule (D.) permet de calculer le c6t6 d'un polygone regulier, 
de rayon 1, et d'ordre 2*, en fonction du c6t^ d'un polygone de mSme 
rayon, d'ordre 2*"*; celui-ci en fonction du c6t^ d'un polygone d'ordre 2*""^ 
et ainsi de suite. On obtient alors une suite de radicaux carres superpos^s; 
par exemple: 

^'"•" = ^''"S-=l/2_F2 + /2-F2V^237^W=Ä(- + - + — ). 

R^ciproquement toute expression de cette forme mesure le cot^ d'un polygone 
regulier, de rayon 1, dont Tordre est une puissance de 2 et dont Tesp^ce se 
d^termine facilement d'apr^s la nature et Tordre des signes. 

4. Convergence des expressions R. 

Supposons qu'une expression R renferme pq signes se reproduisant 
p^riodiquement de q q\\ q. Le polygone qui lui correspond est d'ordre 
2^"^^ et son indice a^ satisfait ä la relation 

«/4 d^signant le nombre + 1 ou — 1 suivant que le ,ae signe de la p^riode 
est +0U — . II suit de Ik que, pour p = oo^ a^ tend vers une limite qu'il 
atteint par valeurs croissantes ou d^croissantes, si le nombre des signes 
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— de la p^'iode est pair, ou par valeurs oscillantes, si le nombre en est 
impair. Cette limite, dont a^ est d'ailleurs une valeur approch^e k 0^2" 

prös, est une fraction ^Cö ^•^ 6gale k 

2(29 — 6,€,,,,€g) 

La fraction irr^ductible z, qni lui est 6gale, a pour d^nominateur un nombre 
simplement pair et le c6t^ x du polygone regulier, de rayon 1 et d'indice ^ 
satisfait ä la relation 

II en r^sulte que toute expression de la forme propos^e, ind^finiment prolong^e 
est convergente et repr^sente le c6t6 d'un polygone regulier de rayon 1 et 
d'ordre simplement pair. 

5. Expressions, au moyen de radicmix supeiyoses^ des cötes des polygoiies 
reguliers^ de rayon 1, dont Vordre est simplement pair. 

La formule (B.) fournit, pour une valeur simplement paire de n, 
autant d'^galit^s qu'il y a d'esp^ces diff^rentes de polygones d'ordre n. En 

partant d'un c6t^ C„,„ on retombe sur le m6me au bout de K^{n) ^galit^s 

au plus. Si au lieu d'arrßter le calcul lorsqne le cycle se ferme, on le 
continue ind^finiment, on trouve des expressions p^riodiques comme celles 
dont on a montr^ la convergence dans le n^ pr^c^dent et qui mesurent, par 
cons^quent, les cöt^s C„ „ des polygones d'oü on est parti. Par exemple: 

CH,3 = V2-y2-|/2 + V2^T^'=P(--+), C34,5 = P( +). 

Les polygones de 14 cöt^s forment un seul cyc/e; ceux de 34 c6t6s 
en forment deux. 

Si Vordre n est donn6, le nombre des signes de la p^riode est 

^yCw) ou Tun de ses diviseurs. 

Si la Periode des q signes est donn^e, Tordre n est ^gal ä 2(2* + 1), 
si ce nombre n'a aucun divisenr commun avec 

sinon c'est ^ — ^ ^ ^ ^tant le plus grand diviseur commun ä 2 ä: — 1 et ä 2 (2* + 1) . 

r 
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n 



q s'obtient en cherchant le plus petit multiple de ^ qui soit de la 

forme 2' + 1 ; suivant que ce multiple est 2^ — 1 ou 2* + 1 , il y a un nombre 
pair ou impair de signes — dans chaque p^riode. Le nombre des cycles 



est y = 



2«pW 



6. Expressions j au moyen de radicaux superposes, des cotes des polygones 
regulierst de rayon 1, dont Vordre est impair ou doublement pair. 

Par l'application, aux formules (A.) et (C), de raisonnements analogues 
aux pr^c^dents, on parvient aux r^sultats sui vants : Le cöt^ de tout polygone 
regulier, de rayon 1, dont Vordre est impair, a pour expression une snite 
ind^finie de radicaux carr^s superpos^s portant sur le nombre 2 et s^par^s 
par les signes +ou— group^s p^riodiquement, ä partir du 2®. Si Tordre 
est ^ (mod. 4), sans 6tre une puissance de 2, on obtient une expression 
analogue oü Tavant-p^riode, au lieu de comporter un seul signe, en a autant 
qu'il y a d'anit^s dans Texposant de la plus haute puissance de 2 qui divise n. 
R^ciproquement une semblable suite est convergente et mesure le cöt^ 
d'un polygone regulier, de rayon 1, dont l'ordre est impair ou = 0(mod. 4), 
suivant que l'avant-p^riode a un ou plusieurs signes, et dont Tesp^ce se 
d^termine facilement d'apr^s la nature et l'ordre des signes. 

7. Applications ä la recherche de quelques limites. 
D'apr^s ce qui pr^c^de il est facile d'^crire les formules 

CV,! = Ä(— + H h), 

C^,z = /?(— + + f- — ), 

C2Ä,7 = Ä(- 4- + •••• + -+), etc.... 
(A pair) C;* 1(2a-i + ,) = ä( ); 



(2.) 



(3.) 



C2A.2*-1-3 = Ä(+ + h— ), 

C2Ä^2A-l-8 = ^(+H h ), 

C2&^2*-» -7 = ^ (+ + •"• H h)? etc.... 

(Ä impair) 02*^1 (2*-i-i) = Ä( • — ). 



La 

limite 

des 

expres- 

sions 
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De (2-) et (30 on d^duit: 

lim{Ä(+ + ....+)I=2, lim |Ä( )| = 1. 

Ces formales montrent aussi qae si on consid^re comme valeurs successives 
d'ane mgme expression celles qui, poar des valears croissantes de A, oecupent 
le meme rang, la limite de cette expression est z^ro, si on compte le rang 

k partir da haat, et V2 , si on compte k partir da bas, dans le tableaa (2.) ; 
la limite est 2, si on compte k partir da haat, et V2, si on compte k partir 
da bas, dans le tableaa (3.)- Par exemple: 

Ä(-. + +-.), /^(-++ + -.), 7f(-+ + + + -),... est zero; 

Ä(^+ + -), Ä( +-), /^(— -+-+-), 

Ä( + + -+-), -est 1/2;^ 

^^(+-++ + -),-est 1/2; 

/?(+ + + + --), - est 2. 
Les formales (2.) et (3.) condaisent aassi k T^galit^ saivante: 

oü /?a+i d^signe Texpression qai dans les tableaax (2.) et (3.), las saccessive- 

2 

ment, le 1*' de haat en bas, le 2^ de bas en haat, occape le rang — .c- , 
qael qae soit h. On peat encore ^crire cette formale: 

lim / _ 2^-^'fi(sg ng,sgn£,--- sg D£A.2) \ ^ ^ 

les f 6tant choisis de mani^re qae le denominatear conserve une valeur 
constante. 

De la formale Ca«^ «'Ca«, 2«-i-a = C^2«-»,a ? oüa<2''~% on d^dait, pour 

4a<2*+*<2*, 

et en faisant croitre h ind^finiment, k conservant ane valear fixe, 

n = ^—^C. .limf— 2 ^ 2 1 

Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 2. 20 
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Si dans cette formale on remplace les C^a^f, par des expressions /?, 
011 obtient, pour chaque valeur de a^ des formales ^qaivaleiites quel qua 
801 1 Ä:. Pour a=l on a une formale connae, due k Catalan. Les autres 
valears de a, en donnent des genc^ralisations interessantes, par exemple 
poar « = 3: 

n ^ ]' 2+^2 ^.^ f --- L g^,^^.^ ... ] , 

4 8"* lj'2 + V2-»/2 y2+r2+V2-r2 ^ 

8. Relatioiis metriques ottre les cötes des polygones qui appartienneut 
a IUI meme cycle. 

Les difF^rentes especes des polygones r^galiers d'an ordre donn^ /?, 
simplement pair se rangent en an oa plasiears cycles. Soient Oir"^h les 
especes appartenant ä un meme cycle et (\^'"C\ les longaears des cot^s 
correspondants, en sapposant le rayon = l. On a 

C'i-CV" Ch= 1. 
Si le cycle comprend an nombre pair li = 2g d'esp^ces, on a de plus 

oü €^ est egal k+ 1 ou k — 1 suivant (jue (f„ est > ou < k j • 

Enfin en posant n = 2p^ en d^signant par ('„^, le cot^ du polygone 
d'ordre n et d'esp^ce v et par (?/, v) le plus grand diviseur commun k ?/ et k r: 

avec io^aj.-^a.^^-p et ij = f;j>-^^-|- ^^^^. 

9. Les Cycles et la theorie des indices de Gauss. 

Les cycles dont nous venons de parier fönt penser aux penodes 
imagin^es par Gauss, dans ses Disquisitiones arithmeticae^ pour la r^solution 
de r^quation binöme. Mais Texistence des cycles dans le cas seulement, 
oü il s'agit de partager la circonf^rence en an nombre simplement pair 2p 
de parties 6gales et, au contraire, rentiere g^n^ralit^ des m^thodes de Gauss^ 
ne permettent pas de pousser la comparaison bien loin. II est cependant 
possible d'apercevoir certaines analogies dans le cas oü p est premier. 

Soient a^ Tune des especes appartenant k un cycle r relatif k Vordre 
2p (p premier), ^ le nombre <ip — 1 et = ind. a^, (mod. p — 1), enfin y le plus 
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sin Ja; = 2 }2 + f, V2 + ... + f^ VT+ ••• ' 
cosJa- = 2|/2_fy2 + --. + f,V2+^. 
sin nx = }^ 1/2 -^^2 + ... + f, 1/2+T.":, 



co87ix = - .^f . y2 + f/2 + ••• + f,y2 + •.. • 

Ces d^veloppements sont aniqnes ponr tontes les valeurs de x qai ne sout 
pas des fractions irr^ductibles ayant pour d^nominateur ane puissance de 2. 



VERLAG VON GEORG REIMER BERLIN W.35. 



Vor kurzem erschien der Yl. Band des 

Astronomischen Jahresbericht 

mit Unterstützung der 

Astronomischen Gesellschaft 

herausgegeben von Walter F. WisliceilUS. 

Enthaltend die Literatur des Jahi'es 1904. 



Oktav XXXVIII u. 612 Seiten. 



Preis brosch. M. 19. — . 



Der ^Astronomische Jahresbericht" gibt in kurzen Referaten eine Übersicht über sämtliche in den 
Terschiedenen Kultursprachen neu erschienenen Arbeiten auf dem Gebiete der Astronomie und Astrophysik 
und berücksichtigt auch die auf den Gebieten der Geodäsie und Nautischen Astronomie erscheinenden 
Publikationen tunlichst weitgehend. Von diesem literarischen Unternehmen erschienen bisher: 

L Band (Literatur des Jahres 1899) 1768 Referate, XXIII u. 537 Seiten, Preis 17 Mark. 

II. Band (Literatur des Jahres 1900) 2320 Referate, XXVI u. 632 Seiten, Preis 19 Mark, 

m. Band (Literatur des Jahres 1901) 2513 Referate, XXXII u. 674 Seiten, Preis 20 Mark. 

IV. Band (Literatur des Jahres 1902) 2411 Referate, XXXHT u. 650 Seiten, Preis 19 Mark. 

V. Band (Literatur des Jahres 1903) 2582 Referate, XXXTV u. 660 Seiten, Preis 20 Marie 

Der Inhalt jedes Bandes ist nach den verschiedenen Wissenschaftszweigen in 12 Kapiteln mit 
75 Paragraphen gegliedert, so daß die auf jedem Gebiet erschienenen Arbeiten sofort aufzufinden sind; 
außerdem ist jedem Bande ein ausführliches Namenregister beigefügt. 







I 
' 






' 



GESCHICHTE RUSSLANDS UNTER KAISER NIKOLAUS L 



Von Prof. Dr. TH. SCHIEMANN. Band I: Kaiser Alexander L und 
die Ergebnisse seiner Lebensarbeit. Preis brosch. M. 14.—, in Halbfranz 

gebunden M. 16. — . 

Eine weit angelegte geschichtliche Darstellung, die alles zusammenfaßt, was als Erbe 
Alexanders I, auf die Zukunft übergegangen ist und namentlich die inneren Verhältnisse des 
Staates, speziell die Verfassungsanläufe ausführlich darlegt. Das Werk über die Geschichte 
Rußlands ist auf 3 Bände berechnet. 

DIE ERMORDUNG PAULS UND DIE THRONBESTEIGUNG 

NIKOLAUS I. Neue Materialien. Veröffentlicht und eingeleitet von 
Prof. Dr. TH. SCHIEMANN. Russisch und deutsch in einem Bande. Preis 

brosch. M. 10.—, in Leinwand gebunden M. 11.—. 

Dies Werk ist ein Quellenbuch, das an einer Reihe spannender Aufzeichnungen von Zeit- 
genossen das Drama des zusammenbrechenden Absolutismus unter dem unglücklichen Kaiser 
Paul I., und das Drama des sich wieder aufbauenden Absolutismus Kaiser Nikolaus* I. schildert. 

DEUTSCHLAND UND DIE GROSSE POLITIK ANNO 1904. 

Von Prof. Dr. TH. SCHIEMANN. Preis brosch. M. 6.—, in Leinwand gebunden M. 7.—. 

Der russisch -ja panische Krieg in seinen Anfängen und seiner Entwicklung wird 
in diesem Bande eingehend geschildert. 
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Die Abehchen Funktionen von drei Variabein. 

Von Herrn Het^ianii Stahl in Tübingen. 



JJie Theorie der Abehoiiexi Funktionen von drei Variabein hat ver- 
schiedene Bearbeitungen erfahren. Eine erste, begonnen von Riemann*) 
fortgeführt von Herrn Weher**) geht aus von der allgemeinen Kurve vierten 
Grades vom Geschlecht 3 (oder von einer Anzahl sie bestimmender Doppel- 
tangenten) und gelangt auf dem von Riemann angegebenen Wege zur Lösung 
des Umkehrproblems durch die Thetafnnktionen. Eine zweite von Herrn 
Schottky***) nimmt den umgekehrten Weg; sie geht aus von den Theta- 
relationen und gelangt von ihnen zu den algebraischen Differentialgleichungen 
des Umkehrproblems. t) Es ist von Interesse, daß die Schottky^ehe Unter- 
suchung nicht auf eine Kurve 4. Grades, sondern auf eine Kurve 6. Grades 
mit 7 Doppelpunkten fahrt, und es zeigt sich, daB in der Tat die letztere 
vor der ersteren als Grundkurve vom Geschlecht 3 manchen Vorzug hat; 
sie fbhrt in durchaus rationaler Weise einfacher und leichter zu den alge- 
braischen Bildungen, die zur Lösung des Umkehrproblems nötig sind. Auch 



*) Riemami^ Ges. W., 1. A., Leipzig 1876, S. 456 ff. und Nachträge, herausgegeben 
von M. Noether und W, Wirti7iget\ Leipzig 1902, S. 13 und S. 30. 

*•) H. Weber, Theorie der ^6^/schen Funktionen vom Geschlecht 3. Berlin 1876. 
(Zitiert A. F.). 

***) Schottky, Abriß einer Theorie der Abehc\iQXi Funktionen von drei Variabein. 
Leipzig 1880 (Zitiert A. F.). Acta math. Bd. 27, 1903, S. 235—288 (Zitiert A. M.). 
Monatsberichte der Berliner Akademie 1903. 8. 978—986 und S. 1022—1033. 1904. 
8. 486—488 (Zitiert B. M.). 

f) Eine dritte Bearbeitung von Herrn Wirtinger (Untersuchungen über Abehch^ 
Funktionen vom Geschlecht 3, Math. Ann. Bd. 40, S. 261—312, 1891) steckt sich andere 
Ziele als die beiden ersten Behandlungen. 
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fUr höheres Geschlecht geben die Thetarelationen den besten Anhalt für die 
Gewinnung der geeignetsten algebraischen Grandkarven. 

Die Untersuchungen Schottky^ über die Abehchen Funktionen vom 
Geschlecht 3 sind mit großem Scharfsinn durchgeführt, aber nicht ganz 
leicht zu lesen. In dem Wunsche, ihr Verständnis zu erleichtern, gebe ich 
im folgenden von der Theorie Schottky^ eine neue Darstellung, indem ich 
die von ihm gewonnenen algebraischen Resultate zum Ausgangspunkt nehme 
und auf dem liiemanmclien Wege*) die Lösung des Umkehrproblems erreiche. 
Zur Vergleichung sind Schottky^ Bezeichnungen im wesentlichen beibehalten 
und Zitate auf seine Arbeiten gegeben. Im einzelnen ist der Gang folgender: 

Der erste, algebraische Teil geht aus von 7 ungeraden Perioden- 
Charakteristiken (kurz P. Gh.), die ein Fundamentalsystem (kurz F. S.) von 
P. Ch. bilden, aus denen sich also auf kanonische Weise die 21 weiteren 
ungeraden und die 36 geraden P. Ch. des Falles p — S ergeben. Den 7 P. Ch. 
des F. S. werden 7 beliebige Punkte der Ebene zugeordnet. Diese führen 
in synthetischem Aufbau zu einer Reihe von geometrischen Gebilden, nämlich 
zu 21 geraden Linien jF=0 durch je zwei und zu 21 Kegelschnitten G = 
durch je fünf der sieben Punkte. Ferner zu einem System von 28 Kurven 
dritten Grades //=0, von denen jede durch die 7 Grundpunkte hindurch- 
geht und zwei Doppelpunkte hat; endlich zu einer Kurve Z/ = vom 6. Grade, 
die in jedem der 7 Grundpunkte einen Doppelpunkt hat und außerdem dnrch 
die Doppelpunkte der 28 // hindurchgeht. Betrachtet man nun die Gleichung 
7^ = 0(n = 6; r = 7; 2> = 3) als die algebraische Grundgleichung für die Theorie 
der Abehchen Funktionen vom Geschlecht 3, so hat man in den VH 
28 Wurzelfunktionen erster Ordnung, von denen die 7 ersten dem F. S. der 
7 ungeraden P. Ch. zugeordnet sind und ein besonderes, gleichmäßiges Ver- 
halten gegenüber den 7 Doppelpunkten von L = zeigen, während die 21 
übrigen V// sich den übrigen ungeraden P. Ch. zuordnen und unter sich 
gleichmäßig gebildet sind. Es werden dann mit Hilfe der 7 Doppelpunkte 
und eines weiteren Punktes ^ (bei Schotlky x') von Z/ = 36 Funktionen X 
gebildet und aus ihnen und den ]^II weitere Wurzelfunktionen höherer Ord- 
nung, die sich mittels der kanonischen Darstellung aller P. Ch. dnrch das 
gewählte F. S. den 36 geraden P. Ch. zuordnen. 

*) Vergl. hierzu meino „Theorie der Abelschen Funktionen", Leipzig 1896 (Zitiert 
St. A. F.) und „Bemerkungen zur Theorie der ^i^fechen Funktionen", (Note 1 — 6) Archiv 
d. Math. u. Physik IIL Reihe Bd. VI ff. 1902 ff. (Zitiert St. Noten). 
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iJei' zweite^ transzendente Teil enthält die Lösung des Umkehr- 
problems. Indem man die früher benutzten P. Ch. zu der Theta-Charak- 
teristik (kurz T. Ch.) [0] addiert, erhält man die Zuordnung der 28 Wurzel- 
funktionen erster Ordnung fH zu den ungeraden Thetafunktionen und der 
36 Wurzelfunktionen höherer Ordnung zu den geraden Thetafunktionen. 
Dies führt zur Darstellung von Thetaquotienten, deren Argumente einfache 
Integrale erster Gattung ((W^)) sind, durch algebraische Funktionen von x 
nnd §. Aus ihr ergibt sich in bekannter Weise nach Riemann oder Herrn 
Weber die Darstellung von Thetaquotienten, deren Argumente viergliedrige 
Integralsnmmen sind, durch algebraische und symmetrische Funktionen der 
oberen Grenzen dieser Integralsummen und damit die Lösung des Umkehr- 
problems. Den Schluß bilden die zur vollständigen Lösung nötigen Kon- 
stantenbestimmungen, wobei die einfachsten Thetarelationen des Falles ;; = 3 
hinzugezogen werden. 

/. Teil. Algebraische Untersuchungen. 

§ 1. Die sieben Grundpunkte. Drei- und sechsgliedrige 

Determinanten.*) 

Wir gehen aus (vgl. *SV. A. F. § 39 oder Note 6) von einem F. S. von 
sieben ungeraden P. Ch. mit der Summe (0), die wir bezeichnen mit 

(1.) («),(/?),O'),0^),«,«,C'O, 

wobei 

(l'O (aßydxXfx)~Q. 

Es ist 

(2.) («) = CJ "?"?), 

^ ^ ^ ^ ^a^a.^a/ 

wo die sechs Zahlen er., a^ mod 2 zu nehmen sind. Es ist ferner 
(3.) |«|=ia,«:-l (mod 2), 



»=i 



und das Entsprechende gilt von allen sieben P. Ch., womit gesagt ist, daB 
die sieben P. Ch. ungerade sind. Es ist endlich für je zwei der sieben 
F. Ch. der Ausdruck 



♦) Schottky, A. F. S. 19, 24, 29, 36, 51. 

21 
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(4) |a,/3| = ^(a,/?;±/?,a;.) = l (mod 2), 

womit gesagt ist, daß die 7 P. Ch, ein F. S. bilden mit der Samme (0) 
(mod 2). 

Durch die 7 P. Ch. des F. S. stellen sich alle 64 P. CA. dar in kano- 
nischer Form^ nämlich die 28 ungeraden P. Ch. durch die ein- und zwei- 
gliedrigen Kombinationen 

(5.) («),(/^,.-.0^); («/?), («y),.-a/0 

und die 36 geraden P. Ch. durch die (0) und durch die dreigliedrigen Kom- 
binationen 

(6.) {ctßY),{aßS),...(y.X[i). 

Setzt man 
(7.) «1/9 = -f«,/?: und ß\a = i:ß,a\, 

80 ist a|/?4-/?|a = l und folglich 

(8.) (- 1)«'^ = - (- !/■« (- 1)"'" = - 1 

d. h. (— 1)"'^ ändert bei der Vertauschung von « und ß sein Zeichen oder ist 
ein alternierender Faktor für die Indizes a und ß. Um Faktoren zu bilden, 
die für mehrere Indizes gleichzeitig alternierend sind, sei 

(9.) (x\ßy = a\ß + (t\y und «/?|y = «|/ + /?|y. 

Dann ist z. B. 

( 10.) (— lyißr^-^filrS-^rlS __ / 1)|«^>"'} 

ein für die 4 Indizes cc^ß^y^d alternierender Faktor. 

Wir ordnen nun den 7 P. Ch. («), (/i), ... (/t) in einer Ebene beliebig 
7 Grundpunkte a^ß^...fi zu mit den homogenen Koordinaten 

(11.) (a«, 6^, cj, (ö^, Ä^, c^), ... (a^, ä^, c^) 

und mit der Bedingung, daß nicht drei dieser Punkte auf einer Geraden und 
nicht sechs auf einem Kegelschnitt liegen. 

Die 21 Größen (11.) können auf 3p — 3 = 6 reduziert werden. Denn 
von je drei Größen (a^, ä«, cJ kann stets eine willkürlich gewählt werden. 
Von den übrigen 14 Größen können noch 8 willkürlich angenommen werden, 
da nichts Wesentliches geändert wird, wenn man die homogenen Punkt- 
koordinaten (xjy, z) der Ebene einer homogenen linearen Transformation 
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Determinante von der Form (14.) and die Vergleichnng zweier entsprechenden 
Glieder gibt den alternierenden Faktor in (15.). 

Es gilt ferner die Formel, wie man entweder direkt oder einfacher 
aas der späteren Gleicbang (12.) § 2 beweist, 

(16.) ^^K-ir''ffafa.>.M = 0. 

Setzt man 

(17.) ^=(- ly'"', *i=(- ir's ^;.=(- ir^ 

(18.) ?M^ = g^ f^aß fxydj ^i = 9X fxaß flySl ^u = 9/^ ff^aß f/^r^ , 

SO läBt sich (16.) schreiben 

(19.) «, m^ + €j, 7/?i + f^ rn^ = . 



§ 2. Die Funktionen 1. und 2. Grades F and ö.*) 

Wir betrachten ferner gewisse durch die 7 Grundpunkte definierte 
homogene Ausdrucke in (x, y, 5), die, gleich Null gesetzt, Kurven darstellen. 
Um die zwischen diesen Kurven bestehenden Beziehungen zu verfolgen, 
benutzen wir einen bekannten Hilfssatz. Eine homogene Funktion n-ten 
Grades in (x^y^z) enthält, wenn sie keiner Bedingung unterworfen ist, 

wi = 2 (n+l)(/2 + 2) lineare homogene Koeffizienten; wenn sie /Bedingungen 

unterworfen ist, also noch m — l solcher Koeffizienten. Daher: 

Hüfssatz. Hat man eine Anzahl homogener Funktionen 7i-ten Grades 
in (or, y^z)^ die denselben /Bedingungen unterworfen sind, so besteht zwischen 
je m—/+l solchen Funktionen eine lineare homogene Gleichung. 

Die Bedingung, daß eine Kurve durch einen gegebenen Punkt hin- 
durchgeht, zählt fUr eine, daB sie in einem gegebenen Punkt einen Doppel- 
punkt hat, fUr drei Bedingungen zwischen den Koeffizienten usw. 

Durch die 7 Grandpunkte «, /?,... i sind nun zuerst 21 Kurven ersten 
Grades definiert, nämlich durch je zwei Punkte eine gerade Linie. Setzt man 



(l.) F^, = t\,(x,y,z) = ^-\) 



= /'_1V!^ 



.r y z 

«« ^a Ca 

Oß bß Cß 



•) Schottkyy A. F. S. 47—52. 
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80 ist F^ß^Q die Gerade durch die zwei Punkte cc^ ß. Der Äosdrnck (1.) 
ist symmetrisch in a und ß^ ferner =0^ in den Pankten a und/?; für den 
Pankt y ist 

(2.) i^.,(a„6„c,) = (~ir'Y.^,. 

Zwischen den 21 Funktionen (1.) bestehen Identitäten 1. und 2. Grades. 

Zunächst sind F«,, F^^^ Fy^ drei Funktionen ersten Grades in {x^ y, z)^ 
die in demselben Punkte x verschwinden. Zwischen ihnen besteht also 
nach dem obigen Hilfssatze eine lineare homogene Gleichung (n = 1 , m = 3 , 
/=1, also m-/+l = 3). Ferner und F^ßF^^^F^^F^^^F^^F^, drei Funk- 
tionen zweiten Grades in (Xjy,z)^ die in denselben 4 Punkten a^ß^y^x 
verschwinden. Daher besteht auch zwischen ihnen eine lineare homogene 
Gleichung (7i = 2, ni = 6, /=4, m — /-f 1=3). Wir schreiben solche Rela- 
tionen mit unbestimmten Koeffizienten an und bestimmen die Koeffizienten, 
indem wir (x, y, z) durch die Koordinaten von geeigneten Grundpunkten 
ersetzen. Mau erhält so 

(3.) j K-iyr^'f,,,F^,]=o, 

wobei sich die Koeffizienten unmittelbar durch Einsetzen der Punkte a,/:?,/ 
ergeben. Aus (3.) folgt wieder (13.) §1, indem man (Xyyyz)=:(a^^b^^c^) 
setzt Man erhält ferner 

(4.) -f [(-iy'-'"i',,2';j = 0, 

wobei sich die unbestimmten Koeffizienten durch Einsetzen von X und Ver- 
gleichen mit (13.) § 1 bestimmen. Ähnlich ergibt sich die Formel 

(5'.). f ,[{-iy''^'9afa.lFa,] = 0, 

wobei sich die Koeffizienten durch Eintragen von a,/?, y, J und Vergleichen 
mit (16.) § 1, und die Formel 

wobei sich die Koeffizienten durch Einsetzen von a^ß^y und Vergleichen 
mit (15.) § 1 ergeben. 

Durch die 7 Grundpunkte sind ferner 21 Kurven 2. Grades definiert, 
Dämlich durch je 5 Punkte ein Kegelschnitt. Setzt man 

x^ y^ z^ yz zx xy 

al bl cl b„c„ c„a„ a„b. 



(7.) 9x9,G^,^{-\)\'^^r^ 



'a ^a ^a ^a^a ^a^a ^a^a 
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80 ist Öä^ = ein Kegelschnitt durch die fünf Punkte o, /?, y, J, x. Der 
Ausdruck (7.) ist symmetrisch für die Indizes a^ß^y^ö^x einerseits und 
1^1.1 andererseits; ferner ist 

(8.) 6^i, («, , h, , c,) = '— ^f— , (Jiu K , h^ , c^) = ^—^ . 

Man kann nun G^^^ auch darstellen durch die Funktionen F. Da nämlich 
Gx,,j F^ßF^n^ FayPßii gleichzeitig in «, /?, y, J verschwinden, so besteht 
zwischen diesen drei Funktionen eine lineare homogene Gleichung. Die 
Koeffizienten bestimmen sich dadurch, daß G^^^ auch in x verschwindet und 
in den Punkten l und fi die Werte (8.) annimmt. Man erhält so für G^^ 
die Darstellung 



(9.) g^ff^O^^^^i-ir^^ri^ 



txay J*ßh ^ ay ^ ^ 



ßfi 



Zwischen den Funktionen F und G bestehen noch weitere Identitäten, Da 
die 6 Ausdrucke zweiten Grades in (x^ y, z) 

GmI^ G^A^? ^^«7 KßFySl PayFßH^ ^adJ^'ßy 

gleichzeitig in den 4 Punkten a^ß^y^d verschwinden, so besteht zwischen 
je dreien eine lineare homogene Gleichung. Setzt man solche Gleichungen 
mit unbestimmten Koeffizienten an^und bestimmt diese durch Eintragen der 
Grundpunkte ;^,>t,/^, so erhält man die Relationen 

(10.) ^;[(-iy''i'öa,] = 0, 

(1 1.) F^, F,, = (- 1)^"- \g, f^s, /,,, G^, - g^ U^ f,^^ (?, J . 

Da ferner die drei Ausdrücke dritten Grades in (.r, y, z) F^^G^i^ Pßx^ßxj K»^yi 
gleichzeitig = 0* sind in den fUnf Punkten a, /?, y^ J, /i^ und = 0* in ;? , so hat 
man hier /ic=3; m = 10; /=5 + 3, m — /+1 = 3, d. h. es besteht zwischen 
den drei Funktionen eine lineare homogene Gleichung. Man findet mit 
Hilfe von (9.) 

(12.) Z [(-ir'-^a^V^aX-^«J = 

und hieraus, indem man (^,2/, -) = («z, 6^, ^z) setzt, die Formel (16.) § 1, 
womit diese nachträglich bewiesen ist. Setzt man 



.« KfH 
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und benatzt die Bezeichnungen (17.) and (18.) § 1, so läßt sich (12.) schreiben 
(14.) ^a'rnaM^ + SßmßMp+B^m^M^^Q. 

§ 3. Die Funktionen 3. Grades H und X, 7, Z. 

Wir definieren dntlens 28 Funktionen 3. Grades H in (a;, y, ^), die 
ebenfalls in enger Beziehung zu den 7 Grnndpunkten stehen. Zunächst 
seien 21 Funktionen H mit doppeltem Index bestimmt durch die Gleichungen 

(1-) ^Lß'=PaßGaß. 

Die Funktion H^ß ist vom 3. Grade in (x,y,z)^ =0* in den 7 Punkten 
a,/?, y, J, ;?, i,.a, da F^ß in den zwei ersten, G^ß in den fünf letzten Punkten 
verschwindet, und = 0^ in jedem der beiden Schnittpunkte der Kurven F„ß = 
und G^ = 0. Diese Punkte seien mit p^ß and q^ß bezeichnet. 

Ferner definieren wir 7 Funktionen H mit einfachem Index II^^Hß^...H^. 
Es sei //, vom 3. Grade in (a:, y, z), gleich 0* in den 6 Punkten «, /?, y, J, 1, ^ 
and =0^ in x^ oder es sei H^ = eine Kurve 3. Grades, die durch die 6 
erstgenannten Punkte einfach hindurchgeht und in x einen Doppelpunkt hat 
Man erhält hiernach ^« = in Determinantenform, indem man eine homogene 
Gleichung 3. Grades H{x, yjz) = Om\t unbestimmten Koeffizienten anschreibt, 
mit ihr die 6 Gleichungen fl^(a,, 6,, c.) = (^ = cf,/?, y, <J, i, ^t) und die drei 
Gleichungen H'(x) = , H'(y) ^O^H\z)^Q, gebildet fUr (x, y, z) = (a„ i„ cj, 
verbindet und aus diesen 10 Gleichungen die Koeffizienten von H eliminiert. 
Die Determinante ist alternierend für a^ß^y^d^X^fi und kann durch Zusatz 
des alternierenden Faktors (— l){''^^^^^i symmetrisch in den 6 Indizes ge- 
macht werden. 

Wir stellen H, sogleich durch die Funktionen F und G dar. Die drei 
Funktionen Ä,, f., ö„2, -F^.ö^a sind gleichzeitig =0* in cf,/3, y,J,/i und 
= 0* in X. Da hier w = 3, m=10; / = 8; m — /+1 = 3, so besteht zwischen 
den drei Funktionen eine lineare, homogene Gleichung. Berücksichtigt man, 
daß H, noch in it verschwindet, so bleibt nur noch ein Faktor von H^ 
unbestimmt; wir setzen 

(2.) (- ir'9r9s9, U ^* = fß'i Pan Ö.Z - fa.X Fß, Gß,. 

•) SchoUky, A. F. S. 52—54, 60, 61, 65, 66. 

Journal für Mathematik Bd. IdO. Heft 3. 22 
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Die so definierte Funktion //^ ist symmetrisch für die 6 Indizes a, /?, y, c^, i, fi. 
Zunächst nämlich ist nach (2.) H^ symmetrisch einerseits für /, J, /i, anderer- 
seits für «,/?. Man sieht ferner, daß der Wert von H^ auch angeändert 
bleibt, wenn man a mit y vertauscht. Denn aus den Gleichungen (19.) 
§ 1 und (14.) § 2, nämlich 

^a^^«a + *^^iy? + ^r^r = 0, €^m^M^ + €ßmßMß + €^m^M^ — 
folgt 

(- 1)^'^ ^M^'-Mß) = (- 1)^'^ J (il/, -• Mß) 
und daraus 

zwei Ausdrücke, die bei der Vertauschung von a und y ^^ einander über- 
gehen. Es bleibt also H, ungeändert, wenn mau die Indizes a, /?, y^ J, fi 
unter einander vertauscht. Dasselbe gilt auch noch, wenn man einen 
dieser Indizes mit l vertauscht. Multipliziert man nämlich die Gleichung 
(2.) miti^y^ und berücksichtigt, daß nach (11.) §2 

Pan ^ra = (- 1)^'^ \gx fanX fyBX GßX ^ 9m fax,. frS^ ^^ßf^ 1 
FßM PyS = (- 1)''^ {JSIX fßxX frSX GaX ^ 9^ ffluf. fySfi ^a^] ? 

SO erhält man aus (2.), indem sich die mit gx multiplizierten Glieder auf- 
heben, die Gleichung 

(2^) (- ly^^^^^' g, g, F,, 11^ = /,,, U, G^, Gß, ^ /„, /,,, Gß, G^, , 

eine Darstellung, die symmetrisch ist in X und /t, womit die obige Be- 
hauptung erwiesen ist. Aus der Definition der H ergeben sich zugleich die 
zwischen ihnen bestehenden Identitäten. Da alle // für die 7 Grundpnnkte 
verschwinden, also hier n = 3, m = 10, /=7; m"-/+l = 4 ist, so besteht 
zwischen je 4 der 28 Funktionen H eine lineare homogene Gleichung. Wir 
suchen zuerst die Relation zwischen je 4 -ff mit einfachein Index, etwa 
H^^Hß^H^^H^. Hierzu schreiben wir die 4 Gleichungen an,- die nach (2.) 
diese Funktionen definieren, nämlich: 

{-'^T''9ß9r98fßr6Ha^fa,xFa.G,X-fa.xFa,G^i, 

(3) (''^y'9r9s9afr3aHß==fß,xFß.Cr^i-fß.xFß,G^,, 

(-'^y^'gS 9a 9ß fSaß H^ = fr^l Fy. ^«Ä - fynX ^r^ G^j, , 

^ (- ^T''9a9ß9rfaßrlh=-U^F^^G,^ ^fs,, Fs^G^, 
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d. h. es existieren drei Funktionen 3. Grades X, JT, Zj die mit den H^ durch 
die einfachen Gleichungen verbonden sind 

(8.) H^=^a^X-\-b^Y'\'C^Z. (m=a,ß,,..fi) 

Aus diesen Gleichungen und der Darstellung (5,) von H^j^ durch H^y Hß^ H^ 
ergibt sich auch eine Darstellung von //,2 durch X, Z, Z, nämlich 

(9.) H^,^a^,X+b^,Y^c,,Z, 

wo zur Abkürzung gesetzt ist 

Es gilt nun der wichtige Satz^ daß zwischen den Funktionen X, Yj Z 
und den Variabein (x^y^z) die Identität besteht 

(11.) xX+yY+zZ=^0. 

Zum Beweise löse man die Gleichungen (vgl. (1.) § 2) 

nach x,y,z anf; man erhftlt 

Maltipliziert mau hier bez. mit X, 7, Z and berücksichtigt (8.) und (6.), so folgt 

womit (11.) bewiesen ist. Zugleich folgt, wenn man 

(12.) J = {xdX\yd Y+zdZ) = - (Zrfa;+ Ydy+Zdz) 

setzt, 

(13.) U,J^ J (-lyr^'^F^dH,^- J x-iyri'HjF,,. 

§4. Die Kurve X(a;, y, ^) = vom 6. Grade.*) 

Indem man die Funktionaldeterminante der drei Funktionen X, JK, Z 
nach Xyyy z gleich Null setzt, 



•) Schotthf, A. F. S. 54—59. B. M, 1904 S. 979. 
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gelangt man zu einer Kurve L = vom 6. Grade in (x,y,z), die wiederum 
zu den 7 Gi'undpunkten und den 28 Funktionen H in einfacher Beziehung 
steht Die Gleichung (1.) ist unabhängig von der Vertauschung der sieben 
Indizes, sie ändert sich nur um einen von (x^y^z) unabhängigen Faktor, 
wenn X, 7, Z ersetzt werden durch lineare Kombinationen dieser drei Funk- 
tionen mit beliebigen Koeffizienten, z. B. durch drei der 28 Funktionen //. 
Die durch (1.) dargestellte Kurve L = hat folgende Eigenschaften: 

a) Sie hat die 7 Grundpunkte zu Doppelpunkten. 

b) Im Punkt a berühren ihre beiden Zweige die beiden Zweige von 
^a = 0; das entsprechende gilt für jeden der sieben Punkte. 

c) Sie geht durch die 21 Pnnktepaare Paßj qaß^ in denen je eine 
Funktion H^ß verschwindet. 

Der Beweis dieser Behauptungen folgt aus einem bekannten Satze 
ttber die Funktionaldeterminante der Jacobi^ehen Kurve von drei Funktionen, 
nämlich:*) 

Die Jacobi^che Kurve ^ = von drei Kurven ^4 = 0, £=0, C=0 von 
gleichem Grade geht nicht nur durch jeden gemeinsamen Schnittpunkt dieser 
drei Kurven, sondern hat in jedem solchen Punkt einen Doppelpunkt. Hat 
il=0 in einem solchen Punkt selber einen Doppelpunkt, so fallen in ihm 
die beiden Tangenten von ^4 = mit denen von J=0 zusammen. 

Um diesen Satz auf unseren Fall anzuwenden, nehmen wir ftlr die 
drei Kurven etwa X=0,^« = 0', Ä«^=0, die von gleichem Grade sind und 
deren Jacobi^che Kurve nach der obigen Bemerkung L = ist. Da die drei 
Kurven sämtlich durch die 7 Grundpunkte gehen, so hat L = in jedem 
der Grundpunkte einen Doppelpunkt Da ferner Z/^ = in a selber einen 
Doppelpunkt hat, so fallen in a die beiden Tangenten von H^ = mit denen 
vonL=0 zusammen. 

Die dritte Behauptung folgt daraus, daß in der aus den drei Funk- 
tionen X, H^j H^ß gebildeten Funktionaldeterminante die von H^ß^F^ßG^ß her- 
rührende Reihe die Glieder hat 

F ^^«ß r r ^Fgß ET dGgß , p dFgß T 7 dGgß , •> dFgß 

^^ da '^ "^ da ^ ^^ öy '^^^ dy ^ ""^ dz '^ ""^ dz ' 



*) Vergleiche etwa Clebsck- Gordan y Theorie der Abehchen Funktionen (1866) 
S. 60. Der dortige Satz bedarf einer Ergänzung in dem obigen Sinne, worauf mich mein 
Kollege A. Brill freundlichst aufmerksam gemacht hat 
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die sämtlich für die Schnittpankte paß^ qaß von F^ß = und G^ß = ver- 
schwinden. Das entsprechende gilt für jede der 21 Funktionen H^ß mit 
doppeltem Index. 

Man kann die Kurve L = in Determinantenform darstellen, indem 
man eine Kurve 6. Grades in (x^y^z) mit unbestimmten Koeffizienten 
anschreibt und die Koeffizienten bestimmt durch die Bedingungen, daß die 
Kurve die 7 Grundpunkte zu Doppelpunkten hat und daß sie außerdem 
durch drei der 21 Punktepaare p^ß^ qaß hindurchgeht Wir wenden uns 
sogleich zur Darstellung von L = durch die frühem* definierten Funktionen 
F, G, H. 

Wir bilden eine erste Gleichung 



(2.) 



Faß PrS ^aß GyS 

Fad Fßr ^aS Gßy 



= 0. 



Durch einfache Umformung erhält man für sie eine zweite Form: 

(3.) Faß F^s Fx^ H^ — Gaß G^s Gi^ = ^* 

Es besteht nämlich, wie die Vergleichung von (9.) § 2 und (2^) § 3 zeigt, 
zwischen den drei Funktionen F^ßF^^^ F^sFß^^ Gx^ dieselbe Beziehung wie 
zwischen G^ßG^s, G^sGß,, F^^H,, also 

AFaßF,,^^BFasFß,+CG,^^Q, AGaßG,,+BGasGß,+CF,^H, = 0. 

Durch Elimination des Koeffizienten A folgt 

B(FaßF^sGasGßy—FadFß^GaßGys)+C(FaßF^sFi^H,—GaßG^3Gx^) = 0. 

Aus dieser Identität folgt die Übereinstimmung von (2.) und (3.). 

Eine dritte Form von (2.) ergibt sich aus der Bemerkung, daß nach 
(3.), da man x mit /x vertauschen kann, auch FaßF^^Fi^H^^GaßG^^G^i^Q 
ist. Aus dieser Gleichung und (3.) folgt als dritte Form 

(4) Fi^ Gl, H, — Fl, Gi^ H^ = 0. 

Man sieht nun leicht, daß die drei identischen Formen (2.), (3.), (4.) 
unabhängig sind von der Vertauschung der 7 Indizes o,/9, ...ju. Denn die 
Form (2.) zeigt, daß man x, X^ /a unter sich, die Form (4.), daß man 
^ißj7i^ unter sich vertauschen kann, die Form (3.) aber, daß man 1,/i 
mit er, (3 oder /, d vertauschen kann. Man schließt ferner, daß die drei 
Formen (2.), (3.), (4.) mit L^O oder (!•) identisch sind. Denn die Form (2.) 
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verschwindet in zweiter Ordnung für jeden der 7 Grnndpankte a^.../i und 
in erster Ordnnng in den Punktepaaren {Paß,qaß\, {PrSiqrs)^ (PaS^Qa^) und 
(Pßri9ßr)i folglicli aach durch Vertauschung der Indizes in allen Übrigen 
Punktepaaren 0>, 9). Dies sind aber die definierenden Eigenschaften von 
L = 0] die linken Seiten der Gleichungen (2.), (3.), (4) können sich daher 
von L = nur um konstante Faktoren ^unterscheiden. 

Herr Schottky erwähnt noch eine Darstellung yonZ/=:0, die daraus 
hervorgeht, dafi es möglich ist, eine homogene Funktion 3. Grades ^(1,^, 
von drei unabhängigen Variabein (f,^,^ zu bilden, die an den 7 Stellen 
a,.../i in erster Ordnung und an der Stelle (x,y,z) in zweiter Ordnung 
verschwindet Hiemach und nach der obigen Bemerkung über die Dar- 
stellung von L=0 durch eine Determinante muß man den Ausdruck für L 
aus dem von H^ erhalten, wenn man (x, y, z) mit (a„ 6„ c,) vertauscht In 
der Tat macht man diese Vertauschung auf der rechten Seite der Gleichung 
(2^) § 3, so erhält man gerade die linke Seite der obigen Gleichung (2.). 



Die Kurve Z/=0 vom 6. Grade in (x^y^z) besitzt 7 Doppelpunkte 
a^...fi\ sie ist daher vom Geschlecht p =3. Wir betrachten nun im folgen-' 
den L = als algebraische Grundhirve für die Theorie dei' Abelschen Funktionen 
von 3 Variabein, so da£ in allen unseren algebraischen Bildungen die Voraus- 
setzung gelten soll, daJB (x, y, z) der Gleichung LaO genügt. Die früher defi- 
nierten Funktionen F^G^H sind demnach als algebraische Funktionen einer 
Variabein und die Relationen zwischen ihnen nicht mehr als Identitäten, 
sondern als Gleichungen zwischen algebraischen Funktionen von einer Variabein 
aufzufassen. Das Verhalten dieser Funktionen zu Z/=0 ist folgendes: 

Die Kurve 1. Grades -F«^=0 hat 6 Schnittpunkte mitL=0, nämlich 
2 Schnittpunkte in jedem der 2 Doppelpunkte a und ß und einen Schnitt- 
punkt in jedem der einfachen Punkte Paß^Qaß von Z/=0. 

Die Kurve 2. Grades Gi^ = hat 12 Schnittpunkte mitZ/=0, zwei 
Schnittpunkte in jedem der 5 Doppelpunkte o,/?, ^, cT, x und einen Schnitt- 
punkt in jedem der einfachen Punkte Pä/uJi/i von L=0. 

Die Kurven 3. Gi^ades H„=0 und H^i^O sind L = adjungiert, d. h, 
sie gehen sämtlich durch die 7 Doppelpunkte a^ß^...fx von L=0. Von 
den 18 Schnittpunkten von H,x=0 mit Z/ = fallen 2 in die 7 Punkte 
a^ß^...fi\ und außerdem noch 2 in jeden der Punkte j^,^ und q^x^ wo L=-Q 
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einen einfachen, H^i — O einen Doppelpunkt hat Von den 18 Schnittpunkten 
von//a = mit L = fallen 2 in jeden der 6 Punkte /9,y, ...^u; 6 in den 
Punkt a, weil sich hier die beiden Zweige von H^ = Q und //=0 berühren. 
Man kann sagen, von den 18 Schnittpunkten von 11^ = mit//=0 fallen 2 
in jeden der 7 Punkte a^ß^...i.i und außerdem noch 2 in jeden der Punkte 
p„ und ^«, die selber in a zusammenfallen. Die drei Kurven X=Q^ ^^=0, 
^=0 sind ebenfalls L — adjungiert, d. h. sie gehen durch die 7 Doppel- 
punkte ajß^...fi vonL = 0. 

Wir geben den unter der Vormissetzung L=0 bestehenden Relationen 
(2.), (3.), (4.) zwischen den Funktionen Fy (?, H eine andere Form; aus (2.) 
und (3.) folgt 

Gaß GyS __ Gaö GßY TJ _ Guß GyS Gxu 

Paß Fy,) Flft ' 



(5.) 



Aas (4.) folgt, da F,iG^^ = H,xi daß die Funktion 



(6.) 



F.i ~ Fix - lU 



H<,HßG^=RF^ß 



von der Vertauschang der Indizes a^..,fi unabhängig ist Multipliziert man 
die drei Gleichungen 

I],H,G,3=RF,s HJ1^G,^=RF,^ 

nnd benutzt die Gleichung (3.), so erhält man 

(7.) H,H,II,H,H,H,H^ = R\ 

Wir geben hier noch eine später zu benutzende Umformung der Gleichung (1.). 
Aus der Identität 

erhält man durch Differentiation nach x^y.z drei Gleichungen, die man 
benutzen kann, um aus (1.) die Größen -g-^, ^, -^ zu eliminieren; man 
erhält so statt (1.) 

dx dx dx 



(9.) 



du: dy dz 

dY dY dY 

dx dy dz 

X Y Z 



= 0. 



Ferner hat man, da X, Y homogene Funktionen vom 3. Grade in 
(x,y,z) sind, 
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drei solcher Zerlegungen, so besteht zwischen den zugehörigen Wurzel- 
funktionen eine lineare, homogene Gleichung von der Form 

(2.) A,VHjil+ A,rH~Hl+ A,VliJh^=^0. 

Jede solche Gleichung nun ist identisch mit M(Xj V, Z) = und wird auf 
diese Form gebracht durch zweimaliges Quadrieren. Man erhält zunächst 
VlJ^ihJLJh, gleich einer rationalen Funktion 2. Grades in den H und 
durch nochmaliges Quadrieren eine Gleichung 4. Grades in den //, oder 
wenn man die Funktionen Xj Y, Z einfuhrt, die Gleichung (1.). 

Man kann nun die Gleichung (2.) und damit (1.), auch ohne die 
eben erwähnten Sätze zu benutzen, mit Hilfe der früheren Darstellungen 
direkt bilden. Zu dem Zwecke entnehmen wir aus (6.) § 4 die Gleichungen 

^^'^ ^'^^ ~VR "' ^"''- YHjrr 

in denen die Vorzeichen der 7 Funktionen VTr^,...VH^ willkürlich gewählt 
seien, wonach sich das Vorzeichen von \li aus (7.) § 4 und das von V//,i 
aus (3.) ergibt. 

Indem man die Werte (3.) in die früher aufgestellten Gleichungen 
(3.), (4.), (10.), (12.) § 2 einträgt, erhält man die folgenden Relationen von 
der Form (2.) 



(4.) 



^|;^[(-i)-Y,,,V/4/7.j = o, 

2 [(-l)^^i«^V^//Ji = 0, 



die sich leicht noch vermehren lassen. Aus jeder dieser Gleichungen läßt 
sich il/(A^ r,Z)=:0 herstellen. 

Zwischen den beiden Gleichungen L(x,y, z) = und M{X, J',Z) = 
besteht eine wichtige Beziehung; sie lassen sich durch birationale Titans- 
foi^mation in einander überführen, d. h. die Verhältnisse der Koordinaten 
X, Yy Z stellen sich dar als rationale Funktionen der Verhältnisse der Koordi- 
naten X, ij, z und umgekehrt. Man erhält nämlich die Verhältnisse der 
JV, Y, Z als rationale Funktionen der Verhältnisse der a;, y, z aus je zwei 
Gleichungen der Form 

74 -r^ a^ X +b^Y-{-c^Z, 11 n = a^9 X+ bß Y+ Cß Z . 
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Umgekehrt ergeben sich aas (3.) die Gleichungen 



Fxi __ yH^Hgi Fgft _ \Htf Hjfu 



Flu MH.Hx^ Px,u YHxIh/ 

üie Quotienten auf der rechten Seite sind rationale Funktionen von X^ Y, Z. 
üenn nach der Bemerkung zu Gleichung (2.) ist VH'H^ H^j^ II^^ eine rationale 
Funktion 2. Grades in Z, Y, Z; eine ebensolche Funktion ist H^Hx/i folg- 
lich ist auch der Quotient beider rational in X, Y^Z. Da nun F^^^F^^^Fi^ 
lineare Funktionen von x^ij.z sind, so erhält man durch Auflösung der 
beiden Gleichungen die Verhältnisse der x, y, z rational in den Verhältnissen 
der X^ 7, Z (q. e. d.). 

Alle durch birationale Transformation in einander Uberfflhrbaren, 
»algebraischen Gleichungen, wie hier Z = und 7J/=0, gehören nach Riemann 
^ner Klasse an. Bei der Transformation bleibt erhalten das Geschlecht p 
und das System der adjungierten *-Kurven, hier der //-Kurven (St. A. F. 
S. 163 und 171). Daraus ergibt sich, daß 7^f=0 vom Geschlecht /) = 3 ist 
und keine Doppelpunkte hat (/? = 4; p = 3; r=0) und daß die 28 Kurven 
JFI^ = a^X+b^Y+c^Z — die 28 Doppeltangenten von M=0 sind. Hiermit 
Viat man den Übergang von der Schottky^chen zu der Riemann -Weberschen 
IBehandlung (vergl. Einleitung). Zugleich ist durch unsere Gleichungen die 
-Aufgabe gelöst, zu 7 einem F. S. von P. Gh. entsprechenden Doppeltan- 
genten einer Kurve 4. Grades diese selbst und ihre 21 übrigen Doppel- 
t:angenten zu bestimmen. Denn aus den Gleichungen (8.) § 3 der 7 ersten 
Doppeltangenten ergeben sich in (9.) § 3 die Gleichungen der 21 übrigen 

Doppeltangenten und in (2.) die Gleichung der Kurve selbst. 

Man kann noch Folgendes bemerken, wobei der Kürze halber x^y^z 

durch x^^x^^x^ und X^Y^Z durch X^^X^^X^ ersetzt sei. Die birationale 

Transformation besteht in der Verbindung der Gleichungen (vgl. St. A. F. 

S. 159 ff.): 

^(^n^2?^3) = und Xi=:Xi(XyyX^^x^^ 

die durch Elimination von (^1,^2,^3) übergehen in die neuen Gleichungen 

M{X^ , X2 , X^) = und Xi = x^ ( JTi , JCa, X3) . 

Trägt man die Ausdrücke für X^^ X^^ X^ in M ein, so muß man eine Identität 
von der Form 

4 G ß 



ilf(J!Ci, JQ, JSCj) ^L{x^^X2^x^)'N{x,,X2^x^). 

23' 



172 Stahl, die Abelschen Funktionen con drei Variabein. 

erhalten. Die Kurve iV(a:i,Ä*2,^3) = ist vom 6. Grade und hat in den 
sieben Doppelpunkten von /> = ebenfalls Doppelpunkte. Denn für einen 
Doppelpunkt von L = verschwindet M in der 4., L in der 2. Ordnung, 
also muß auch N in der zweiten Ordnung verschwinden. Die Kurven 
// = und N—O haben außer diesen Doppelpunkten noch 8 Schnittpunkte. 
Die Funktionen, die a. a. 0. mit jP, G, L bezeichnet wurden, sind hier L, My N 
und die dortigen Zahlen n,?i,,a, p, r, 7i sind hier 6,4,3,3,7,0. 

Bezeichnet man mit e die Ebene der Punkte Qci^Xi^x^)^ mit E die 
von (Xi, ^2, /Y3), so folgt: Eine Gerade in E, also AiXi+A2X2 + A3X^=(i 
hat mit ili = 4 Punkte gemein; diese entsprechen den 4 Punkten, die 
L = mit der transformierten Kurve 3. Ordnung d. i. AiXi + A2X2'\' -^3X3 = 0, 
ausgedrückt in (Xi^Xi^x^) außer den Doppelpunkten gemein hat. Und eine 
Gerade in e, also 0^X1+ 02X2 + (f^x^^O hat mit Z = 6 Punkte und mit 
N=0 ebenfalls 6 Punkte gemein. Diese 12 Punkte entsprechen den 
12 Punkten, die M=0 mit der transformierten Kurve 3. Ordnung, d. i. 
«1^*1 + ^^3^*2 + «3^3 = ausgedrückt in (Xj, A'2,A'3) gemein hat. 

Wir schließen hieran noch die Aufstellung der zn L(x, y^ z) = oder 
M[X, YyZ)=0 gehörigen Integrale erster Gattung. Ist // eine beliebige 
L = adjungierte Funktion dritten Grades in (x^y, 2) oder eine lineare Funk- 
tion von X, i, Z mit beliebigen Koeffizienten, so behaupten wir, das allgemeine 
Integral erster Gattung ist von der einfachen Forin*^ 

(5.) »=/r- 

Um zu zeigen, daß dies Integral allenthalben endlich ist, stellen wir das- 
selbe in den Funktionen //« und Il^ß dar. Indem man (13.) § 1 anwendet, 
femer Fß^ nach (6.) § 4 durch yilßll^Ilß/.YR und dann R^ durch den Aus- 
druck (7.) § 4 ersetzt, nimmt (5.) (abgesehen von einem konstanten Faktor) 
unter der Voraussetzung von // = oder J/=0 die Form an 

Betrachtet man nun X, }\ Z als die Integrationsvariable, so könnte 
dies Integral unendlich werden in den Berührungspunkten der sieben Doppel- 



*) Schottkyy A. F. S. 102. Der Beweis für die Endlichkeit ist dort mittels einer 
weniger einfachen Umformung geführt 
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tangenten i/^=0, //^ = 0,.,,//),=0 voni/:=0. Es ist aber leicht za sehen, 
cla£ das Integral z. B. in den Bertthrangspunkten von H^ = endlich bleibt 
In diesen Punkten sind alle anderen // endlich und von Null verschieden. 
Daher reduziert sich fQr einen solchen Punkt das erste zum Index a gehörige 
Olied von (6.), abgesehen von einem endlich bleibenden Faktor auf 

y —=4 = 2 !///«; das zweite Glied, da sich V^ im Zähler und Nenner weg- 

-^ ]/Ha 

liebt auf rdHß = Hß^ das dritte Glied ebenso auf //y. Die drei Glieder 

^on (6.) bleiben also in den Berührungspunkten von //« = endlich. Ebenso 
ist (6.) endlich für die Berührungspunkte von IIß = und Hy, = und folglich 
clas Integral (5.), das für alle Indizes symmetrisch ist, endlich für die Be- 
rührungspunkte aller sieben Doppeltangenten //« = 0, ... //^ = 0, d.h. v ist 
«in Integral erster Gattung. 

Indem man H durch die drei linear unabhängigen Funktionen X, Y, Z 
ersetzt, hat man in 

X J rYj r ZA 

t\ = / — , 



(7.) ^»=/-X' "^=/"Ä-' ^'3=/ 



R 



4rei linear unabhängige^ zu L = oder M=0 gehörige Integrale erster Gattung. 
Denkt man sich zu der algebraischen Grundgleichung L = oder 
M=0 eine Verzweiguugsfläche T und in ihr ein kanonisches Querschnitt- 
system konstruiert, so kann man mittels der drei Integrale (7.) die drei zu dem 
Querschnittsystem gehöngen Nomxalintegrale aufstellen, die die Form haben 

/o\ rf\{^^ rUip^^^ rf%ip^^ 

(8.) «.=/-Ä-. «»=/-^' ""^^Jr- 

und in § 8 benutzt werden. 

§ 6. Die Funktionen P, F, Q.*) 

Wir schließen die algebraischen Untersuchungen mit der Betrachtung 
gewisser Funktionen oder Kurven , die von einem wiUkürliöh auf L = 
gewählten Punkte (|, jj, ^ (bei Schottky (x', y', z')) abhängen. Aus dem Be- 
stehen der Identität (U.) § 3 

(1.) xX+yY^-zZ=i} 



*) Schottky, B. M. 1903 S. 1032 und 1904 S. 487. 
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ergeben sich eine Reihe von Abhängigkeiten z?n8chen den Koeffizienten der 
3 Funktionen X, Y, Z, die wir al8 Bedingungen (B) bezeichnen und die man 
findet, indem man für X^ Y, Z homogene Ansdrttcke 3. Grades in (1.) ein- 
trägt nnd die Koeffizienten von x^^3?y^...z^ einzeln =0 setzt 

Bezeichnet nun vorerst (f, ^,^ oder kurz (|) einen beliebigen Punkt 
der Ebene, femer X\ Y\ Z' die Werte von X, Y, Z gebildet für diesen Punkt 
und setzt man 

(2.) P=SX+7iY+^Z, F=xX'+yr+zZ', 

so folgen aus den Bedingungen (B) die Identitäten 

und 

(4.) 2P=_(.,«4^ + 4| + .^), 2P'=||2 + ,|S + E|§.. 

Die Funktion P ist homogen vom 3. Grade in (x^y^z)^ vom 1. Grade in 
(1, 7/,Ö; P' vom 1. Grade in (x^y^z)^ vom S.Grade in (f, ry,^; Q vom 
2. Grade sowohl in (x, y, z) wie in (|, 7y, ^) und alternierend für beide Punkte. 
Femer zeigen die Gleichungen (3.) und (4.), daß Q sowohl aus P wie aus 
F und umgekehrt P und F aus Q durch Polarenbildung hervorgehen. 

Macht man nun (f, ^/,Ö zu einem Punkt der Kurve L = 0, so zerfällt 
Q auf doppelte Weise in zwei Faktoren. Der Ausdruck für Q lautet, ent- 
wickelt nach Potenzen von XjyyZ: 

(5.) Q=:c^.^ + xy{-^ + -^^) + -^ + z'-gj. 

Da nun (?, ^, £) der Gleichung X = 0, also auch der Gleichung (10.) §4 

genügen soll, so kann man aus der letzteren die Koeffizienten ^ — h -^^ usw. 

in (5.) eintragen und erhält 

(6.) Q-P'S', 

wenn 

(7.) S=x -^ + y -~^ + z -^- 

gesetzt wird. Vertauscht man x,y,z mit ?, y/, ^, so folgt, da Ö alter- 
nierend ist, 

(8.) Q=FS'=-'PS, 
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WO 



(9.) s^i^^+^i^il+g^Jog^ 



dx * dy dz * 

Man kann nun leicht die Schnittpunkte (x^y^z) oder kurz x angeben, welche 
L = mit den Kurven P=0, P'=0, S=0, S' = hat; es hat L = mit 
P=0 18 Schnittpunkte, nämlich den Punkt f, die 7 Doppelpunkte 

a, .../i und 3 weitere Punkte, die wir mit ^1,^2 9^3 bezeichnen; 

ferner mit 
F=0 6 Schnittpunkte, nämlich I und 5 weitere Punkte, die mit 

^17^2, -..ts bezeichnet seien. Folglich hat nach (8.) L = mit 
S'=0 6 Schnittpunkte, nämlich f^, fj^O ^^^ ^^^^ weitere Punkte, die 

mit ^1, §ij ly bezeichnet seien, und mit 
S = S Schnittpunkte, nämlich ^1,1^,^3 und tw^ts'j außerdem wird 
S=oo in den 7 Doppelpunkten a^.../i von X = 0; schließlich wird 

Q=0 in 12 Punkten, nämlich ^, «1, ^2,^3; £m ... ^5; ^1, li\ li'- 
Für x=§ ist P,P',Q gleich 0; wir brauchen später die Werte von 
dPydP'ydQ, gebildet für x=S* Hierzu ersetzen wir vorübergehend x.y^z 
durch a:,, a-j, 0^3; |, ?;, ^ durch ^i, ^2? I3; ^j ^j ^ durch JC,,X2,Z3, so daß 
(vergl. (12.) § 3) 

(10.) j=2:x, dx, = - 2X, dx, , z/'= 2: 1, rf JQ'= - sxi d^, . 

Wir setzen ferner, wenn W(x^^X2^x^ eine homogene Funktion von 
X\ % X2 , x^ mi, 

(11.) V(x,+dx„ x,+dx,,x,+dx,)= y^,+ ^^.+ ^2+- , 

indem wir in dieser Entwicklung unter V^,, V'i, ^2, ... dieGlieder der 0., 1., 2., ... 
Dimension in dx^^dxi^dx^ verstehen. Aus der Identität 2XiXi = Q folgt 

2{x,^-dx:)iX,-\-dX,+\2^^dx,dx,-\--) = 0, 
also wegen (10.) die Identität 

(12.) 2dx,dX, + \£2^x,-^-dx,dx, = 0. 



*) In €^, fj, €3 kann nicht P'=0 sein. Denn die Punkte der Kurven L(a:,y, 2)= 
und M{X^ y, if) = entsprechen sich eindeutig. Aus den Gleichungen P=0, P'=0 wurde 
in Verbindung mit ^X + t/F+2Z=0 und ?X'4-^y'+C2' = folgen, daß die 3 Deter- 
minanten YZ'—ZY\ ZX'—XZ\ XY'—YX' gleich wären, was nicht der Fall. 
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Es ißt nun 

(13.) P=-2;|,Z,, P'=^:r,X;, Q^ZZx.x ^^' 



% M 



dh 



folglich 



P, = dP=2ldXt, F, = dF=2X\dx,, 
Q,^dQ=£Zix,dx,+x,dx)^, 

P, = \ 2 l^-^dx,dxi', i^,=0; Q,=Zdx,dx,~/- 

und für x=S mit Rücksicht auf (10.) und (12.): 

(14.) (POi-« + ^'; (P;)5 = -^'; (Ö,)5=-3z/'+z/'=-2^'; 
(15.) (P,)5 = -^rfX;(/?,; (i^).= 0; (Q,)^-^^^:^?.. 



§7. Die Funktionen V>,i^.*) 

Mit Hilfe von P, P', Q definieren wir weitere Funktionen, die von 
zwei in der Ebene beliebig gewählten Punkten x und ^ abhängen. Wir 
bilden die 7 Funktionen (in abgekürzter Schreibweise) 

(1.) Vh = \x ^ «.il, 

und die 21 Funktionen 

(2.) V^.A = k ^ ^Mil 

wo a^xi ^Mii^ni die in (10.) § 3 definierten Koeffizienten sind. Die 28 Funk- 
tionen xp^ und rfj^i sind vom 1. Grade und alternierend in x und | und sind 
durch dieselben Relationen mit 

(2\) y^-^^y ^^-^'^•C, ^n-yS 

verbunden, wie die 28 Funktionen IT^ und H^x mit X, Y, Z. 

Wir behaupten nun, es besteht für alle Punkte x und § der Ebene 
die Identität 

worin y=l:g und 9=^ga9ß!/rff^9.9i9M ^^t. 

In der Tat, der Ausdruck der rechten Seite tp^ f,, ^i^ ist alternierend 
in X und | und für jedes vom 3. Grade; er stellt ferner, gleich gesetzt, 



*) Schottky, B. M. 1903. S. 1027—1030. 
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«ine Kurve 3. Grades in x dar, die in :c = ^ einen dreifachen Punkt hat und 
suBerdem durch die 3 Punkte x^^a^^a^^ax^, einfach hindurchgeht. Eline 
2weite Kurve 3. Grades in x mit denselben Eigenschaften mu£ mit der 
ersten, abgesehen von einem konstanten Faktor, identisch sein. 

Bezeichnet man nun die linke Seite von (3.) abkürzend mit ¥^, so ist 
V alteruierend in x und | und für jedes vom 3. Grade. Es hat ferner 
V= in a; = ^ einen dreifachen Punkt oder es verschwinden die Ausdrücke 
V^ und W^ (vergl. (11.) § 6) für x=^. Denn es ist 

Für x=| verschwindet das dritte und fünfte Glied für sich (da P' 
and Q gleich werden) und die beiden ersten heben sich gegen das vierte 
Glied auf wegen (14.) § 6. Daher ist (¥^,)|=0, Ferner ist 

V, = P,FZ--P:,Fl^^P,F,JF,^^2FdF,J^^^^ 

Für x=^ verschwindet das zweite und vierte Glied, ferner heben 
sich auf das erste und fünfte Glied (nach (15.) § 6) und das dritte und 
sechste Glied (nach (14.) § 6). Daher ist auch (!P2){=0. Da der Ausdruck 
W außerdem für x^a^ und x=a^ verschwindet, so bleibt zum Beweise der 
Identität (3.) nur noch zu zeigen, daß W auch verschwindet, wenn x=ai^ 
wird, und daß sich W von ^pxV^,iWifi durch den Faktor y unterscheidet. Ich 
muß mir indes den algebraischen Beweis dieser Behauptungen, der nicht 
ganz leicht zu sein scheint, vorbehalten.*) Die Identität (3.) läßt sich 
schreiben 

(4.) QFx,F[^=FFl^PF[l + yyjx%y^xu 

und stellt daher Q auf 21 Arten dar. 

Wir entwickeln nun aus (4.) neue Gleichungen unter der Voraus- 
setziingy daß die Punkte x und § der Gleichung L = geniigen. Da alsdann 
die Gleichungen gelten ((6.) § 4) 

HxH^ih,=RFi, n[ir,ni,RF[i, 

so folgt aus (4.) 

(5.) RRQFx,Fx,^RFIhH^Ih,'-RPII[ir^n^^^ 

*) Herr Schottky beweist die Identität (3.) oder vielmehr die Gleichung (5.) auf 
längerem transzendentem Wege. B. M. 1903 S, 1030. 
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Dieser Ausdruck stellt, als Funktion von (x, 3/, z) gleich gesetzt, 
eine Kurve 10. Grades dar, die mit L = 60 Schnittpunkte hat, die sich 
leicht angeben lassen. Von den Schnittpunkten fallen nämlich je 6 in die 
Punkte a,/9, y, (T, ;? und je 8 in die Punkte l^fi. Dies zeigt ebenso die 
linke Seite von (5.) nach den Bemerkungen auf S. 167, wie die rechte Seite 
von (5.), wenn man die Glieder einzeln betrachtet. Ferner fällt, wie die 
linke Seite von (5.) und die Bemerkungen auf S. 174 zeigen, je ein 
Schnittpunkt in ^; ^i, ^2, ^3; ^1» — ^5; Pxt.^ qiu\ ^m ^2, ^3. Dies sind zusammen 
60 Punkte. 

Bildet man (5.) fllr alle Kombinationen A,.u, multipliziert mit will- 
kürlichen Koeffizienten und addiert, so kann man Ausdrücke der folgenden 
Art aufstellen: 

RFTX^RPTX'+yRRt(xii;^z7i), 

(6.) ) KP'Tr^iiPrr+yiiii't(zS''xi;), 

in denen T eine homogene Funktion 2. Grades in Xy Y, Z mit beliebigen 
Koeffizienten, T" dieselbe Funktion in A'^', 7', Z' und t dieselbe Funktion 
in den Ausdrücken (2*.) ist. Die drei Funktionen (6.) stellen, gleich ge- 
setzt, drei Kurven 10. Grades in (.r, y, z) dar. Von ihren Schnittpunkten x 
mit L = fallen je 6 in die 7 Punkte a^ß^... fi und je einer in die Punkte 
$; «1, 52? ^3; ^n... Ss, wie die Entstehung aus (5.) lehrt. Setzt man schliefi- 
lieh in (6.) T=II^H^^ b\%o l" = H[Hl und t^^^xxp^^ multipliziert alsdann 
die Gleichungen (6.) bez. mit a^^ &^, c^ und addiert, so erhält man den 
Ausdruck 

der in x und § alternierend und in den 3 Wertsystemen a^ , «^ , a^ trilinear und 
symmetrisch gebaut ist. 

Gleich gesetzt, stellt (7.) eine Kurve in (x^y^z) vom 10. Grade 
dar, von deren Schnittpunkten mit // = je 6 in die 4 Grundpunkte a, /i, y, J; 
je 8 in die 3 Punkte ;? , Ä, .a und je einer in die Punkte I; «1, 62» ^3? ^m ••• Ss 
fällt; die drei noch übrigen Schnittpunkte seien mit If^", ^2^^, ^J^'' bezeichnet; 
sie treten als Nullpunkte der geraden Thetafunktionen auf. (§ 8). 

Aus (7.) folgt, daß zwischen den 4 Funktionen ^ai^i ^^ßXfn ^rii*^ ^siu 
dieselben Beziehungen bestehen, wie zwischen den 4Funktionen H^^Hß^H^^H^^ 
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&l80 (vergleiche (4.) § 3.): 

(8.) ^ [(-1)M/-,^,?P„,^] = 0. 

Für x=^ ist V^if, gleich 0; wir brauchen später den Wert von 
<^^,i/., gebildet für x = |. Aus (7.) folgt, da dP=+J'', dF=-J' wird 
nach (14.) § 7, 

(9.) (dV^,^X^^=-2R'J'HlH',Hl. 



IL Teil. Die Lösung des Umkehrproblems. 
§ 8. Die Nullpunkte der Thetafunktionen. 

Indem wir uns zur Lösung des Umkehrproblenis für den Fall /) = 3 
enden, handelt es sich vor allem darum, die 64 Thetafunktionen aufzu- 
lätellen und ihre Nullpunkte zu bestimmen. Hierzu denken wir uns zu der 
algebraischen Grundgleichung X = (§4) eine Verzweigungsfläche T und in 
ilir ein kanonisches Querschnittsystem konstruiert und mittels desselben die 
3 zugehörigen Normalintegrale erster Gattung aufgestellt (7,) § 5: 



Uz, 



(1.) i/j=rt^*^- jdu^\ u<^ — ul^= r du2\ ?^3 = uf^= C d 

i i i 

Avo wie früher x und ^ beliebige Punkte von L = bedeuten. Wir brauchen 
jedoch diese Operationen nicht wirklich auszuführen, da wir die Normal- 
integrale Uf^ später durch die früher gefundenen Integrale Vj^ ersetzen werden. 
Es gibt nun 64 Thetafunktionen 

(2.) & [m] (u, , u^ , it^) = &^ ((?^)) , 

und zwar 28 mit ungeraden T. Gh. [m], 36 mit geraden T. Cb. [m]. Diese 
64 T. Gh. lassen sich leicht übersehen. In § 1 wurden die 64 P. Gh. aus 
den 7 P, Ch. («), (/9), (y), (J), (x)^ (^), (a) eines F. S. zusammengesetzt 
Addiert man zu diesen 64 P. Ch. die T. Ch. [0], so erhält man die 64 T. Gh. 
(vergl St. Note 6), und zwar die 28 ungeraden T. Ch. in den Formen 

(3.) W, [/?],.. -M; M,M,...M 

und die 36 geraden T. Gh. in den Formen 

(4.) [0],[«/3y],[«/3(y],...[;^A/i]. 

24* 
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Da \aßydxlfi\^i\j)'\ ist, 80 lassen sich die dreigliedrigen Kombi- 
nationen durch die komplementären viergliedrigen ersetzen, z. B. \y.lfJi] durch 
[a/^ycJ], was in § 11 benutzt wird. 

Um die Nullpunkte der 64 Thetafuuktionen (2.) zu bestimmen, oder 
auch den 64 Thetafuuktionen gewisse Funktionen zuzuordnen, die in den- 
selben Punkten wie sie verschwinden, wird man (vergl. St. A. F. 8. 354) 
den 7 ungeraden Thetafunktionen mit den T. Ch. [a], [/3], ••• [a.] die 7 früher 
definierten Wurzelfunktionen iH^^ J^/Zy, ... ill^ zuordnen, wie wir schon vorher 
(§ 1) den 7 P. Ch. (a), (/3), ... (.u) die 7 Doppelpunkte von X = zuge- 
ordnet haben. 

Hiermit sind zunächst die Nullpunkte der 7 Thetafunktionen bestimmt; 
es verschwindet nämlich S-^ ((u)) in den 3 Punkten a; = | , p« , g« (wobei 
p^=q^=a). Es sind aber zugleich die Nullpunkte aller übrigen Theta- 
funktionen bestimmt durch das Abehche Theorem (Sf. A. F. S. 151) in fol- 
gender Weise. 

1. Bezeichnet man die drei Nullpunkte der Funktion ^ü((^)) nait 
^1? 4*7 4\ 80 gelten die Gleichungen (vergl. St. A. F. S. 238) 



(5.) y du^+ Jdu^+Jdu^ = ^ Ai, 



Pa 9a 5 



WO ^2(/4 = l, 2, 3) das zur P, Ch. (a) gehörige Periodensystem ist Ent- 
sprechende Gleichungen gelten für ß^... fi. Nun ist die Summe der 7 P. Ch. 

(a),...(.a) also (aßYdy.lfj)^0 {mo^2). Daher hat man auch ^ 2 Al^O. 

Wir schreiben dies 

\{Al+A\+A'i)^\{At+M+Ar^Al). 
Trägt man die Werte der Ai^ aus (5.) ein und setzt abkürzend 



*n 



pdUf,'\-j''dUf,-\''''+r''dUf,=J ''' "du^^ 

so erhält man 

(6.) / du^^i^O. 

'^Pa9aPß9ßPr9yPS9di 

Hieraus aber folgt nach dem i46e/schen Theorem die Existenz einer 
zu L = gehörigen algebraischen Funktion A'o von (^jj/, ^), die in den 
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unteren Grenzpunkten von (6.) =cx)^, in den oberen =0^ wird, Anderer- 
eeits aber wird die Funktion iV^=Qö^^öy^: PP'F„^ jP^^ in denselben Punkten 
J^ajqa,Pß,qß,Prjqr^P3jq.hS gleich oc^ und in den Punkten p,,q^,Piyqx, 
^/ii ?;*?^?l2?^3 gleich 0^ (s. § 6). Daher würde der Quotient beider Funk- 
-ftionen Nq:N=oo^ in ^, ^2, I3 und =0^ in x^l.x^^afi^ d. h. er wÄre eine Funk- 
-üon dritter Ordnung. Das ist nicht möglich (s. S(. Note 2, § 10, Satz Vb); 
^aher folgt, daß die Punkte o(fl^ ^J, ofi mit den Punkten l^^, iy, I3 zusammen- 
:fallen, oder daß die drei letztgenannten Punkte gerade die Nullpunkte der 
IFunktion ^ü((^)) sind. 

2. Bezeichnet man die drei Nullpunkte der Funktion ^^^(^(u)) mit 
-^r\^\^\ so sind diese Punkte bestimmt durch die Kongruenz 

f ' du,^\(Al±Ai) 

to t« CO 
«I VJ «8 



oder nach (5.) durch 



/ dUf^ ^ . 

p» u « « « 



Hiernach existiert eine algebraische Funktion iV«;., die in den unteren 
Grenzpunkten dieser Kongruenz =cx)\ in den oberen =0* wird. Anderer- 
seits hat die Funktion PFF^iiQH^ die cx^^-Punkte />,, 5,, li', S^, g und die 
0*-Punkte px^ qi und ^, j^,a? q^i^ Daher müssen wie oben die früher bestimmten 
Punkte S^Pnkiqui mit xf^xf-^x^'- zusammenfallen und die Nullpunkte von 

^«i((^)) sein- 

3. Bezeichnet man die drei Nullpunkte der Funktion &^i^ ((?i)) mit 

a;J^",a^^'', xj^^, so sind diese Punkte bestimmt durch 

£• tO to 

»1 *» *s 

oder nach (5.) durch 

n A x'^f* x^^P x'^^H 

VnXUl I! l\ « 

Hiernach existiert eine Funktion iV,;^^, die in den unteren Grenz- 
punkten = oo\ in den oberen =0^ wird. Da nun die Funktion W^i^iRQF^i 
i^ P,ij?iri?^ij ^2,1*3 gleiche»' und in i>^ , ?^ , §r^^ , If " , g*''. gleich 0* wird, so 
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fallen die Funkte l?^'* mit a:f^^ (t = l, 2, 3) zusammen und sind die Null- 
punkte von ^KÄ^((t^)). 

" Im Vorstehenden ist der Satz bewiesen: 

Ordnet mmi den 7 Thetafunktionen da((^)) die 7 Wurzelfanktionen 
]^H^(a = a, ß^... fi) zu, so besitzen die 7 ungeraden Thetafunktionen ^«((w)) 
bez. die 0^- Punkte S^ pa^ 9a(,Pa'=9a = ^)i ^'^ ^^ ungeraden Thetafunktio7ien 
^»z((^)) ^^^- d^ 0^ 'Punkte ^, p^i^ q^i^ die 35 geraden Thetafunktionen ^xZ/i((w)) 
bez. die O'-Punkte If^MJ^^, fj^" und »o(Su)) die Q' -Punkte I?, liMS- 



§ 9. Algebraische Darstellung von Thetaquotienten 
mit eingliedrigen Argumenten ((w)).*) 

Nach der Bestimmung der Nullpunkte der Thetafunktionen ^ü((w))» 
*^ie(00)j ^xz((^))j »^x;i.ii((^)) "^it ^cn eingliedrigen Argumenten ((w)) ist es 
leicht, die Quotienten dieser Funktionen durch Wurzelfunktiönen algebraisch 
und symmetrisch in den Koordinaten der Punkte x und ^ darzustellen. Man 
hat hierzu (vergl. St. A. F. S. 242) nur solche Quotienten von Wurzelfunk- 
tionen zu bilden, die in denselben Punkten =c3c^ und 0^ werden, wie die 
Thetaquotienten. Wir stellen dreierlei Formeln auf. 

1. Sind \rn\ und [fi\ zwei ungerade T. Ch. (von der Form [x] oder [xX]\ 

so ist ^m((^))«'^«(00) = 0^ J^ ^•"'5'"» ^^^ ^^^ ^^ Pni^n) »'so uud c» lu 
denselben Punkten wie ^H^ifH^. 

Man hat daher unmittelbar die Gleichung 



,. . ^m(00) ^ym VB„JJL 

Da die rechte Seite wie die linke für x und | symmetrisch sind, so ist 
Yrn'-Yn ^iue von ^ wie von x unabhängige Konstante. 

2. Ist [m] eine ungerade T. Ch. ([x] oder [xl])^ so istü^^((u)):t9^u((u)) = 0^ 
in SjPm^qm und =00^ in 1*1,1^,^3. Man hat daher 



.ox ^4W) _y^ PP' yn^HL 

^ ^^ ^o((")) y« Q fRB! ' 

da die rechte Seite nach § 4 und § 6 in denselben Punkten = 0* und = 00* 
wird- Die Konstante y^*7^^ ^^^ ^^^ ^^ (^0 unabhängig von x und ^. 



*) SchoUkj/y A. F. S. 56. 68. 
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3. Der Quotient zweier geraden Thetafunktionen t9:«2^((w)):i9'n((w)) ist 
gleich 0* in If^'*, SJ^^, ^f^" und gleich oo» in §{, §i, ^3'; man hat daher 

da die rechte Seite in denselben Punkten =0^ und =06^ wird. Die Kon-, 
staute ynXfi'Tii ist wie in (1.) unabhängig von x und §. 

Die Konstanten y in (1.), (2.), (3.) bestimmen sich durch die Substi- 
tution a; = ^; doch sind hierzu einige Vorbereitungen nötig. Da für .r = | 
die ungeraden Funktionen »^m((^))? »^«(00)? feruer P, P\ Q und ¥^,2^ ver- 
schwinden, so treten gewisse Quotienten unter der unbestimmten Form 0:0 
auf. Man hat dann von Zähler und Nenner das Differential zu bilden und 
darnach x = S zw setzen. An jede der drei Gleichungen (1.) — (3.) knüpft 
sich eine solche Bestimmung an (vergl. St. A. F. S, 272 ff.). 

1. In (1.) hat man für x = S 
rA\ fM^l ^0^[ ^^m(W) ] _ Y^HL 

Benutzt man die Normaldifferentiale erster Gattung (vergl. (7.) § 5) 

und die Abkürzung 
80 erhält man 

(7.) rfi?„.((M))=fdLrf«,=^-f^„,/;(x) 

and folglich aus (4.) 

% Jm -"m 

Da nun | ein beliebiger Punkt von L = und ym'^Yn unabhängig von § ist, 
so muß diese Gleichung für jeden Punkt der Kurve jL = identisch erfüllt 
sein; folglich hat man für jede ungerade T. Ch. [m], wenn l„, ein Pro- 
portionalitätsfaktor ist, 

(8.) ^S^Ji^x) = L H.n = Ua^X+b,,, r+c^Z) 
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und ans (7.) nnd (8.) 

(9.) [d».((.u))U^ = ^l„H'„, 

also 

2. lu (2.) ist für a:=^ ^« ((«)), P, P', Q gleich 0. Nach § 6 ist für 
x=§ dP=J'; dP'= — J'] dQ = — 2J'. Daher wird der nnbestimmte Quotient 

(,!".; L pp' J^j-Q-L dPdP' J^f R' ' 

3. In (3.) ist für x = ^ Q und W,^^ gleich und dQ = -2J', 
dW,i^^ — 2R'.d'H,H'iH'i,. Daher wird der nnbestimmte Quotient 

Diese Wertbestimmungen geben nun sofort aucb die Werte der Konstanten y 
in (1.) — (3.). Setzt man nämlieh 

(12.) [^0 ((^^))]««ü = Co, [9,,^ {(y))]^, = c,,^ , 

so folgt &ir x = S aus (4,) und (9*.) 

(13.) rm'^rn=L'L] 

femer aus (2,) und (10.) 

(14.) y«:/ü = 2/«:cy; 

endlich aus (3.) und (11.) 

(15.) rHkf,''ro=CxiM'^o' 

Die hier auftretenden Verhältnisse der Größen Z^, c^^fi ^^^ ^u werden in § 10 
durch die Klassenmoduln dargestellt. 

Wir geben den gewonneneu Resultaten noch eine andere Form. Die 
drei Normalintegrale erster Gattung Wj, 1^,1^3 (vergl. 5) und die früher defi- 
nierten drei Integrale erster Gattung (6.) § 5 

(16.) ''>=/^' ^«=/-^' "'=/^ 

sind verbunden durch die Gleichungen der Form (s. (6.) und (8.)) 

(17.) 2:9iUi = /„(«.Vi + b„Vt+ c, Vj). (m=i,a,3) 
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Die Integrale v^ sind unmittelbar gegeben, während die i/, erst aas 
ihnen berechnet werden müssen. Indem wir statt der t/^ die v, einführen, 
möge jede Funktion ^((w)) übergehen in eine Funktion o{{vi))^ noch multi- 
pliziert mit einer besonderen Konstanten. Wir setzen für die ungerade 
T. Ch. [m] : 

(18.) K{(u)) = La^{(v)), 

für die gerade T. Ch. [xk/u]: 

(19.) ^x.;.((^/)) = c.,,rT.,,((r)), 

sodafi 

(20.) ^.A^((0))=1 

und nach (17.) und (18.) 

oder 

(21.) ol = a,,, ofn = b^j ^ = ^m. 

hiernach kann man die Gleichungen (1.) — (3.), indem man einen Proportionali- 
tätsfaktor s einführt, ersetzen durch folgende: 

(22.) a. ((«)) = *^ =sVlljZ , 



(23.) «.((..»=»-»=' «i;!^, 



c. 2 PP 



'0 



(24.) a,,((tO) = %-^) = J ^p;t7^#^ 



Der Faktor e = « (r, |) hat hiernach die Werte 

und kann als eine Primfunktion mit dem Nullpunkt x=§ angesehen werden, 
da € = 0' in a:=| und =cx>'/» in a^ß^...fi. 

§ 10. Algebraische Darstellung von Thetaquotienten 

mit mehrgliedrigen Argumenten {{U)).* 

Wir entnehmen der allgemeinen Theorie folgendes. Das Umkehr- 
problem sei gegeben durch die Gleichungen (/i = 1 , 2 , 3) : 



•) Weher, A. F. S. 159, 162, 165. Schottky, A. F. S. 132, 137, 141, 164, vergl. auch 
St. A. F. S. 255. 
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(1.) l\=zf'du,, 

worin die oberen Grenzpnnkte ^im^i, x^, ^3 vier beliebige Punkte von L==0^ 
die unteren Grenzpunkte ^i,», ^m ^2, ^3 die Schnittpunkte einer beliebigen 
adjung^erten Kurve 3. Grades mit Z = sind. Die Losung des Umkehr- 
probleins (L) besteht dann in der Aufstellung von Gleichungen der Form 



oder auch, wenn man einen von der Charakteristik unabhängigen Pro- 
portionalitätsfaktor E einführt, Gleichungen der Form 



(2.) .K{(i))^E. r^2:± /t:{x,) ... VTi(x,). 

Hier ist [m] eine beliebige T. Gh., /'. eine zugehörige Konstante; ferner 
sind 7^(x), ... rj^(x) homogene Ausdrücke vom dritten Grade in den H oder 
auch in X, Y, Z und 

(3.) riiöö, vncö, VTiöö. VTicö, 

vier linear unabhängige zur T. Ch. [m] gehörige Wnrzelfunktionen. 

Es ist nun die Aufgabe, für jede gerade und ungerade T. Ch. [m] die 
vier Funktionen (3.) zu wählen und mit ihnen die Gleichung (2.) herzu- 
stellen. Wir benutzen dabei die früher aufgestellten, unter Voraussetzung 
von 7> = geltenden Gleichungen (6.) § 4 

(4.) H^H,G,,=RF^,; H^H.H^.^R.F],. 

1. [m] = [0]. Wir wählen für (3.) die Wurzelfunktionen 



(5.) ill^Jh^H^^, iH,Jhü,, iH^^H^Ü., iH^ilKH,, 

oder, wenn man den Faktor \Ji\H^H^H^ absondert, nach (4.) 

(50 BF,,F,^F^^, H^H.H^F,^, H^H.H^F^^, H.HJIJ^,. 
Daß diese oder auch die vier Funktionen 

GnxF^f^Fl^ jn p p 

linear unabhängig sind, ist leicht zu sehen. Denn zwischen den drei letzten 
Gliedern besteht keine lineare Relation. Wäre das erste linear durch sie 
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aaadrttckbarf so müBte eine Gleichung von der Form G^iF^^F^^^H^F be- 
stehen, wo F eine homogene Funktion ersten Grades in (x, y, z) ist. Diese 
Gleichung milBte, da sie nur vom vierten Grade in (x, y^ "z) ist, während 
I=:0 vom sechsten Grade ist, eine Identität, also H^ durch einen der Faktoren 
der linken Seite teilbar sein, was nicht der Fall ist 

Setzt man nun die aus (ö\) mit den oberen Grenzpunkten in (1.) 
gebildete Determinante 

(6.) 2±R^FI,FIF% H^MKK HimHlFl, fPMHlFl, = 4>,, 
so erhält man die Gleichung (2.) in der Form 

(7.) »„(iU))=El\,4>„n ''^' 



2. [7n]^[xkjii]. Wir wählen für (3.) die Wnrzelfunktionen 



VIUJ.H,, VHJI^,H^,, }fHjhJI... VH,H,A 



oder, wenn man den Faktor liVB^H^H^ absondert, nach (4.) 

H^HiH^^ RF^iF^^^ RFj,^F^^^ RF^^F^^. 

Diese oder auch die vier Funktionen 

» 

sind linear unabhängig. Denn zwischen den drei letzten Gliedern, die, 
zweiten Grades in {x.y^z)^ in den Punkten x^l^/tv verschwinden, besteht 
keine lineare Relation. Wäre aber das erste Glied oder nach (4.) der Ausdruck 
H^ F^x • G^x durch sie darstellbar, so hätte man eine Gleichung von der Form 
Hf,F^x = ^niG^ wo G eine homogene Funktion zweiten Grades in (x^y^z) 
ist, und diese Gleichung müßte, da sie nur vom vierten Grade ist, eine 
Identität sein. Es müßte also H^ durch G^i teilbar sein, was nicht der 
Fall ist. 

Setzt man nun 

(8.) 2:±HimHl R'Fl^Fl^ R'FIJI R'F^,.F'^,=<P^,^, 
so erhält man für diesen Fall die Gleichung (2.) anter der Form 



(9.) &^,,{(U))=El\i^^,,^:nVnimHi. 
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3. [wi] = [;f]. Wir wählen für (3.) die Wurzelfunktionen 

xvK. YVH\, zMK, w:Jhjr^ 

oder, wenn man den Faktor V//, absondert und beachtet, daß nach (4.^ 
yRYH~=G,JtOh und y^'F,^ = YHjT^Hi^ ist, die 4 Funktionen 

die linear unabhängig sind, da dies von X, Y,Z gilt und da F^^G^i im 
Punkte X = x von verschieden ist, während X, }\ Z in )c verschwinden. 
Setzt man nun 

(10.) ^±X"Y^Z'FIGI, = 4>^, 

so erhält man für diesen Fall die Gleichung (2.) unter der Form 



(11.) &x(U))=E.i\<P^nyni. 



3 

|C=0 



4. [m] = [;f/.]. Wir wählen für (3.) die Wurzelfunktionen 



XVII,,. YVH,,, zyu:,. viiji.iK, 

oder nach (4.), indem man den Faktor VlI^x : I\i absondert, 

^P»i. ^Kii ^F^i. ^hK^' 

Diese vier Funktionen sind linear unabhängig. Denn anderenfalls 
müßte Hj^F,f, = F^iII, wo H eine homogene Funktion dritten Grades in (a;, ^, c) 
ist, eine Identität sein (weil sie nur vom vierten Grade ist), es mtlßte also 
IIi durch F^i teilbar sein, was nicht der Fall ist. Setzt man nun 

(12.) -S-± .VF:, y'Fl, Z'Fl, HlFl^ = *.„ 

SO erhält man für diesen Fall die Gleichung (2.) unter der Form 

(13.) ^%,((iU)) = E/\,^P,,n(ym,:Fi,). 

Die Formeln für [m] gleich [x] oder [;fi] sind unsymmetrisch für den Index 
}c oder ;fi, lassen sich aber durch symmetrische Bildungen ersetzen.*) 

In (7.), (9.), (11.), (13.) sind die Determinanten ^P^ auf der rechten Seite 
alternierende Funktionen der vier Punkte aro,.r,,:z-2,.r3. Die Thetafunktionen 



*) Schottki/, A. F. S. 132—137 und S. 138—141. 
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Es bleibt also nur noch der Quotient c,a^:co durch die Klassen- 
moduln darzustellen, was in § 12 geschieht Die Bestimmung der Quotienten 
i',:/o und I\i:J\) ist der obigen ganz ähnlich, nur die Rechnung ist nicht 
so einfach.*) 

§ 11. Thetarelationen. 

Zum Schluß bleibt noch die Aufgabe zu lösen, die Verhältnisse der 
Größen c^,, c^x^^ /^, /^i, durch die in § 9 die Verhältnisse der Konstanten y und 
in § 10 die der Konstanten 1' dargestellt wurden, in den Klassenmoduln 
(j^aiK}<^a)i •••• (f^fii ^/i? O auszudrücken. Hierzu bedürfen wir gewisser 
Gleichungen, die sich aus den zwischen den Thetafunktionen bestehenden 
Relationen ergeben. Wir entwickeln daher in diesem Paragraphen vorerst 
die wichtigsten und einfachsten Thetarelationen. Als Grundlage dient der 
Satz (St. A. F. S. 204), daß sich die allgemeinste Thetafunktion von der Ord- 
nung r und mit beliebigen Argumenten ((w)) linear und homogen durch 
höchstens r' solcher Thetafunktionen darstellt. Wenn wir uns auf Gleichungen 
zwischen denjenigen Thetafunktionen von der zweiten Ordnung beschränken, 
die von den Quadraten und Produkten von Thetafunktionen erster Ordnung 
gebildet werden, so gilt der besondere Satz (1. c. S. 217), daß sich jedes 
Thetaquadrat «'>^(tt))) durch höchstens acht andere Thetaquadrate, dagegen 
ein Thetaprodukt ^,« ((«>)) i^>. ((w)) durch höchstens vier Thetaprodukte nait 
derselben T. Ch.[mn] darstellen läßt. 

Die Aufstellung der Thetarelationen geschieht nun so, daß man 
Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten ansetzt und die Koeffizienten 
ermittelt, indem man die Argumente u),, durch verschiedene halbe Perioden- 
systeme ,;i4j, xi4j,... ersetzt, die zu den P. Gh. (r), (5), ... gehören, wobei 

die Formeln (St. A. F. S. 213, Gl. 40, gebildet für ^7^ = 0) anzuwenden sind. 
Wir verzichten in den folgenden Relationen der Einfachheit halber auf die 
Angabe der Vorzeichen der einzelnen Glieder und deuten dieselben nur durch 
± an. Zur Abkürzung setzen wir eine Thetafunktion »^,n ((co)) = 0„, und wie 
früher 9-„X(0)) = c„,^ so daß die zu ungerader T. Ch. gehörigen Werte c, und 
<^xk gleich Null sind. 



*) Weber, A. F. S. 35-44. Schottky, A. F. S. 25, 38—43. 
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sehr allgemeine Formel 

C*^V ^ü^pq ^mp ^mq ^^ -^ ^^ X ^ain ^ampq ^ap ^aq 

und durch Vermehrung von ü^;^ um -2.4x die weitere 

W V ^i)^pq ^mpr ^mqr ^^ ^ X ^am ^ampq ^apr ^aqr • 

Indem man m, p, q bestimmte Werte gibt, erhält man aus (3.) eine Reihe 
von speziellen, viergliedrigen Formeln; die Werte von m^p, q sind in 
Klammern beigefügt: 

a, /5, r. " 

(5.) 2: ^±c^,ic O^,i0^^^ = O. («i,«a.»/i) 

(6.) -? » ± ^«'^«A ^at'infA f^ai)Mk ^a^Mfi = . (^*i » ^*' , ^»f) 

flf, /^, r» " 

(8.) AjC,;i^0O0,;i;i= -f , ,± ^Vx/i ^/S^»;. Öayx.i* Ö^J»^ . («r.i', 0^/'./«''/') 

(9.) CoC.i^ 0^,3^ 6>^y^ = i: ± c«^,^ c^^,^ O^ß^ O^Sh • («JV' . «^. ^^) 

Aus diesen leitet man weitere Formeln ab, wie (3\) ans (3.), z. B. 

(5*0 ^ +C„«iCa.,«ÖaÖ«i/. = 0. ('=«« 

a, ^. r, " '^ 

(6*0 Cä«iC,,^/.0U0i^= -f ±C„,J,iC„a,^0„e>„i^. (r = a«2) 

Es ergeben sich nun algebraische Relationen, wenn man die allge- 
meinen Argumente tOf, durch die speziellen ii^ = u'^ und zugleich die un- 
geraden Thetafunktionen ^m{{^)) nach (22.) §9 durch el^yH^IIi ersetzt; 
man kann ferner noch § = Xy ((i/)) = 0, ^aßr{(0)) = c„ßy setzen. Wir führen 
nur diejenigen Formeln an, die im folgenden Paragraphen benutzt werden 
und fUgen hier die Vorzeichen der Glieder hinzu. 

(10.) Aus (5*.): 2: [(- l)'^'''«c„,c«,,c.,, /,//,] = 0. 

(11.) Aus (6».) : c,,Ci,; Ci,^ k^ H,^= 2 [{- ly« c^,i c^.,^ c,^ l„ H„] . 

(12.) Aus (9.): 

Ci>C.lH C,3^ (^ßr„ = (- \Y'^-^<^+^-^ \c„ß^ C^g, C^^^ Cßsi - Caßi c^si o^y, c^a«] • 
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Setzt maa die Größen ^^^ aus (6.) in (4.) ein, so folgt 
Da ferner, wie leicht zu sehen, 

V. ' •; p pT^p r "^ ^«^^ ^""^^ ^«^-^^ ^'^^'^ ' 

^x *^i *^/i *^xi;i 

80 folgt aus (6.) 

/O \ ^ __^xX ^j^Xfi 

^^•^ '"'"'' re,eie,OJ,U,' 

2. Wir entnehmen aus § 11 die Gleichung (12.), nämlich 
Nun ist nach (6.) 

^'^jr ^a htnaß ^^ ^ytM ^yHfi ^yXft ^(UfA 1 
^* (« S '«5 f»r^ ~ ^a,n ^'aßH ^aXf4 ^ßXfi ) 
^' h 'a 'r fxay " ^ßdx ^ß^f4 ^ßK,u ^Sxfi ) 
^' ' A 'ß Id fXßd ^^ ^arx ^ayfi ^axft ^V*/' ? 



daher 



„4/2/* / / / n ^ ^ xar^xßü^Xaß ^Xrti 

^ * lxaßlnr^JUrlxß^ — h^n'-~—r-—- ^ 

^iixl*^iiao^HßY 



r,A)2J^ / ^ / 72,. ^xaß^xr^^ldr^Xß^ 

^ ^ T*arlxß<)IXaßlXY.d " ^/. ^y.* " , ^ T " T " • 

Hiernach nimmt die Gleichung (9.) die Form an 

Die Vergleichung mit (15.) § 1 gibt 

(10.) -e,P, = r^l^<j,, 

und wenn man für fi setzt a, /?, y, J, ;f , A, /* und das Produkt bildet^ 

(11.) e' = 7''^P'g. 

Nun erhält man aus (7^) i« Verbindung mit (11.) die Gleichungen 

(I2«•^) .=-^;, '-'^'^f,, 
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ferner aus (7^) in Verbindung mit (10.) und (12^) 

und aus (7^) in Verbindung mit (10.) und (11.) 

(14.) eiz = ^l^. 

Endlich ergibt sich e^i^. Nach (14.) ist 

22 2 / ^ ^ A J* J^ J* 

^xX ^»fi ^lu — ~6 i/x i^A 9ti / »A / x/< / A// 

und nach (10.) und (12^) ist 

Führt man hieraus den Wert von r'^llP^P^ ein in (8.), so folgt 



oder da nach (13*.) 



^2 «. _ r 9}9hf»fMj^f»fifiu 



^'Ael = ^TTf.fxf,gl9\gl, 



schließlich 



Wir formen dies noch etwas um; ebenso wie (7**.) hat man 

tfxXfxn^fltj / / / / 

f fxf fxx "^ '''^rlßr^lr^<^l^^ß^ 

Daher geht (15.) über in 

^4 _9 xgx9tt fxxfxxfxn ^ f ^ ^ 

Löst man f^x^fxutfxu i" ihre Faktoren auf, so erhält man mit Hilfe eines 
Proportionalitätsfaktors (> 

(16*.) cS = e'S^ 

und 

(16 .) C^x^ = (>(7^ 9k9tif»lafMlßf*XrfMX^fxfAafxußfx}iYUh''^hf»oth^ t 

26* 
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d. h. abgesehen von dem Faktor q stellen sich die vierten Potenzen der 
Co und c^i^ als ganze homogene Funktionen der sieben Wertsysteme 

(«a, 6«, c«), ...(«>, ^^,c,.) dar. 

3. Es bleibt noch die Größe l^x zu bestimmen. Die Vergleichung 

von (11.) § 11, nämlich 
mit (5.) § 3, nämlich 



gibt 






^Mk9ßffrfßr^fßrHffi*xfrMl — ^J J^^ " 4 



und, wenn man (13^) und (8.) benutzt 

/17N n _ rl fnfiglgl 

^^^•^ ''^fg" fix • 

Durch (16.) sind die Größen c^ und c^i^^j durch (17.) die Größen l^i durch 
Proportionalitätsfaktoren und die Klassenmoduln dargestellt. 
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Die Theorie der Zahlstrahlen. 

Von Herrn Rudolf Fueter aus Basel. 



Einleitung. 

Unter dem „Jugendtraum jfiTrow^cAre;-»"*) versteht man das Theorem, 
daß man jede algebraische Gleichung, die im Rationalitätsbereich eines 
quadratischen imaginären Körpers eine cl6^/sche Gruppe hat, durch Ein- 
heitswurzeln und durch Wurzeln der Gleichungen der komplexen Multipli- 
kation lösen kann. Die Gleichungen der komplexen Multiplikation sind 
dabei jene Gleichungen, denen die vollständige Invariante,**) die aus der 
Theorie der elliptischen Funktionen entspringende Modulfunktion, genügt, 
falls man nur ihr Argument die Zahlen der imaginären quadratischen Zahl- 
körper durchlaufen läßt. 

Dieses Theorem beantwortet einen Spezialfall eines allgemeinen, gegen 
dessen Lösung die vorliegende Arbeit hinsteuert. Dieses läßt sich folgender- 
maßen formulieren: Gegeben ein (7a/owscher Körper k. Dann gibt es ein 
Funktionensystem, das die Wurzeln aller i46^/schen Gleichungen im Ratio- 
nalitätsbereich k liefert, falls nur das Argument jeder Funktion alle Zahlen 
eines bestimmten, zur Funktion gehörenden und in k enthaltenen Bereichs 
durchläuft.***) 



•) Vergl. Kronecker: Bericht der köoigl. Akad. der Wiss. zu Berlin. 1877. S. 851. 

Festschrift zu Kummers Doktorjubiläum (Cr^«^ Bd. 92). S. 67ff. Hübeit: Über die 

Theorie der relativ-quadr. Zahlkörper. Jahresbericht der deutsch, math. Vereinig. Bd. VI. 

Math. Probleme. Göttinger Nachrichten der k. Ges. d. Wiss. 1900. S. 277. 12. Problem. 

••) Webei-. Ellipt. Funktionen. (1891.) S. 124. 

•**) Vergl, Hubert: Mathemat. Probleme a. a. 0. Dort wird besonders auch auf 
die große Bedeutung hingewiesen, die das Problem für die Funktionentheorie hat. 
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Der Reiz der Beantwortung dieser Frage liegt darin, daß daran 
Fanktionentheorie, Algebra und Zahlentheorie gleichermaßen beteiligt sind. 

Die Funktionelltheorie liefert die Existenzheweise. Wie schon in der 
elementaren Algebra der Beweis von der Existenz der Wurzel einer alge- 
braischen Gleichung im Gebiete der komplexen Zahlen von der Funktionen- 
theorie geliefert wird, so gibt sie uns hier die Existenz von algebraischen 
Gleichungen mit ausgezeichnetem Charakter, d. h. sie gibt uns zu gegebener 
Gruppe und Diskriminante in einem Körper k die zugehörige Gleichung. 
Wir werden auch sehen, daß sie uns in der Zahlentheorie die Existenz einer 
bestimmten möglichen Anzahl von Geschlechtern liefern wird, in die man 
ein gewisses System von Klassen von k einteilen wird. 

Die Algebra gibt uns die Gruppe und damit den Begriff der Irre- 
duzibilität. Die Gruppe liefert zugleich die Zerfällungsgesetze der Prim- 
zahlen, wie die grundlegende Arbeit Hilberth*) gezeigt hat. 

Die Zahlentheorie endlich gibt den Zusammenhang zwischen Diskri- 
minante und Gruppe und damit das bindende Glied zwischen Algebi^a und 
Funktionentheorie. Ihr gelingt es schließlich, den Beweis der Vollständigkeit des 
durch die Funktionentheorie gelieferten Systems von Gleichungen zu geben. 

Die vorliegende Arbeit ist rein zahlentheoretisch. Sie supponiert stets 
die Existenz von Gleichungen mit bestimmter Gruppe und bestimmter Dis- 
kriminante und entwickelt hieraus eine Theorie dieser Gleichungen. Diese 
Theorie wird so weit geführt, daß sie in dem Falle, wo Funktionentheorie 
und Algebra schon das Ihre getan haben, nämlich im Falle dei' komplexen 
Multiplikation^ ausreicht zum Beweise des Kroneckerschen Jugendtraumes. 
Worin besteht nun diese Theorie? Die wesentlichen Züge derselben sind 
die folgenden: 

Schon Kronecker**) hatte die Vermutung ausgesprochen, daß die 
Relativdiskriminante des Klassenkörpers der komplexen Multiplikation in 
bezug auf den zugehörigen quadratischen Ring (bezw. Ordnung)***) nur die 
Primzahlen von dessen Diskriminante enthalten könne. Diese Aussage wird 
dahin präzisiert, daß die Relativdiskriminante jener Körper nur die Primzahlen 
des Führers des zugehörigen Ringes enthalten könne. 



*) Hubert: Theorie der algebr. Zahlkörper. Bericht der deutschen Math. Ver- 
einigung. Bd. IV. Zweiter Teil: Ga/oeÄScher Zahlkörper. S. 247fr. 

**) Kronecker: Bericht der königl. Ges. der Wiss. zu Berlin a. a. 0. 
V^ergl. Weber: Ellipt. Funktionen. 14. Abschnitt. S. 423 ff. 
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chnngen ist aber auch der Zerfällang der Primzahlen ein großes Interesse 
zu schenken. Und hier wieder ergeben die Klassen des Strahls die ent- 
scheidenden Gesichtspunkte. Die in der Relativdiskriminante aufgehenden 
Primzahlen unterliegen nämlich gewissen Kongruenzbedingungen, die im 
I. Teil der vorliegenden Arbeit auseinandergesetzt werden und dort eins der 
fUr den II. Teil wichtigsten Resultate ausmachen. Mit Hilfe derselben 
gelingt es, ein gewisses System von Klassen, das sogenannte Relativstrahl- 
klassensystem in Geschlechter einzuteilen. Der Hauptsatz des IL Teils ist 
dann der Satz, daß nicht alle überhaupt möglichen Geschlechter existieren, 
sondern nur ein bestimmter Teil, genau wie in der elementaren Theorie des 
quadratischen Körpers. Daß dieser noch übrig bleibende Teil von Ge- 
schlechtern existieren muß, ist von der Funktionentheorie zu zeigen, ein 
Beweis, wie sie ihn im Falle der komplexen Multiplikation wirklich liefert. 
Es folgt dann, daß die ZerfäUung der Primideale nur von der Klasse des 
Strahls abhängig ist, in der dieselben liegen. 

Der Satz, daß aber nicht alle überhaupt möglichen Geschlechter 
existieren, ist in gewissem Sinne nichts anderes als das Reziprozitdtsgesetz. 
Durch den Existenzbeweis des Sternes * wird also zugleich auch das allge- 
meinste Reziprozitätsgesetz gefunden. 

Die soweit durchgeführte Theorie des Strahles, bezw. Sternes erlaubt 
dann, das zuerst genannte Problem zu lösen, falls das Funktionensystem so 
erforscht ist, wie es im Falle der komplexen Multiplikation ist Zunächst 
erlaubt der Satz über die Geschlechter den Beweis, daß die Relativdiskri- 
minante der Gleichungen der komplexen Multiplikation nur die Primzahlen 
des Führers des zugehörigen Strahles bezw. Ringes enthält. Denn wir 
kennen die Zerlegungsgesetze aus der Funktionentheorie. Andere Primzalilen 
in der Diskriminante als die des Führers würden aber ein Geschlecht geben, 
das nicht existieren darf, dessen unendlich viele Primideale des quadratischen 
Körpers also nicht zerfallen dürfen, was gegen das Zerlegungsgesetz wäre. 
Damit ist dann aber die Existenz des Sternes bewiesen^ und die weitere Theorie 
des Strahles beweist, daß es auch nur ein solches System geben kann. 

Da die Funktionentheorie erst in den beiden einfachsten Fällen die 
Funktionen geliefert hat, die unser erstes Problem erledigen, so schwebt 
unsere ganze Theorie in der Luft.*) Ich habe deshalb jeweils die Anwendung 

*) Vergl. den Vortrag von Blumenthal, gehalten auf der Jahresversammlang der 
deutsch. Math. Vereinigung in Kassel 1903. 
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im Falle der komplexen Maltiplikation angefügt, da dieselbe das inter- 
essanteste, bis jetzt bekannte Beispiel liefert. 

Noch ein Wort über die Bezeichnungen und Begriffe. Ich habe den 
Hubert sehen Zahlbericht*) als ^Standard work" betrachtet und mich ganz 
an die dortige Bezeichnung und Begriffsbildung gehalten. Auch meine 
Verweise gelten fast immer nur jenem Werk, da man ja dort leicht die 
weitere Literatur wird finden können. 

Für den Leser habe ich zu besserem Verständnis an den Kopf jedes 
Kapitels das Hauptresultat desselben gesetzt. 



L Teil. 
I. Kapitel. Vereinfachung. 

Hauptsatz: Jede algebraische Gleichung, die in einem öa/ot^schen 
Körper k vom Grade m als Rationalitätsbereich eine i46e/sche Gruppe besitzt, 
läßt sich zurückführen auf ein System von Gleichungen mit folgenden Eigen- 
schaften: 

a) ihre Koeffizienten sind rationale Zahlen; 

b) der Grad ist eine Primzahlpotenz; 

c) die Gruppe der Gleichung ist in k eine i46e/8che und ihre Basis 
besteht aus höchstens m Substitutionen, alle von demselben Grade. 

Komplexe Multiplikation: Jede algebraische Gleichung, die in einem 
quadratischen Körper als Rationalitätsbereich eine Abehaht Gruppe besitzt, 
läßt sich auflösen durch eine Reihe von Gleichungen mit folgenden Eigen- 
schaften : 

a) die Koeffizienten der Gleichung sind rational; 

b) der Grad ist eine Primzahlpotenz; 

c) die Gruppe ist zyklisch in k. 
1. Es sei 

(1.) 0» - ^, 0»-* + »^ 0''-' (- 1)» ;?, = 

eine algebraische Gleichung vom n-itn Grade, deren Koeffizienten Zahlen 
irgend eines algebraischen Körpers sind. Wir wollen im folgenden die 



•) Hilbert a. a. 0. Das schon anfangs zitierte Werk Hilberts im Bericht der 
deutsch. Math.- Vereinig. Bd. IV wird in der Folge stets kurz als „Zahlbericht^ zitiert werden. 
Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 3. 27 
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Theorie des Körpers (0) entwickeln in bezng auf einen Körper A-, falls die 
Gruppe von (1.) in k als Rationalitätsbereich eine AbehcYi^ ist Wir be- 
trachten somit das zahlentheoretische Verhältnis jedes algebraischen Körpers 
in bezug auf einen andern, wenn seine 6^a/ot9Sche Gruppe im letzteren eine 
yl&^/sche ist. 

Wir zeigen zunächst, daß sich die Gleichung (1.) auf ein System 
von Gleichungen mit bestimmten Eigenschaften zurückführen läßt, so daß 
durch alleinige Behandlung einer Gleichung des Systems auch die Theorie 
von (1.) gegeben wird. Erst diese Gleichungen stehen in einem einfachen 
und durchsichtigen zahlentheoretischen Zusammenhang mit dem Körper k. 

Zunächst können wir annehmen, die Gleichung (1.) habe eine zyklische 
Gruppe, da wir i46e/sche Gleichungen immer auf solche zurückführen können. 
Ferner kann n immer zu einer Primzahlpotenz gemacht werden. Die zyklische 
Substitution von (1.) werde mit S bezeichnet. 

2. Wir denken uns den Körper k als einen (/«/otischen. Durch 
Adjunktion seiner konjugierten erreichen wir dies immer. Sein Grad sei m, 
seine Substitutionen: 

^1 ^^ 1» ^2? ^3J ^4) ••• ^m* 

In diesem Körper hat (1.) eine zyklische Gruppe. Wir setzen fest, 
daß eine den Körper (A:, &) bestimmende Zahl sei. Die aus (1.) ent- 
springenden m Gleichungen: 

(t=l, 2, 3, ... m) 

sind ebenfalls relativ AbehQ\i zu k. Dabei bedeute s^O irgendeine bestimmte 
der m Wurzeln von (1'.). Wir bilden die m elementar-symmetrischen Funk- 
tionen der Größen: 

.9, = 0; .<?2 0, »93 0, . . . .9„, 0. 

AUe diese elementarsymmetrischen Funktionen ergehen zusammen mit k einen 
Rfttionalitätsbereichy in dem der \Lrspriincjliche Körper (ß,k) enthalten ist. 

Denn da eine den Körper (0,A:) bestimmende Zahl ist, genügt sie 
einer irreduzibeln Gleichung vom ?n*n-ten Grade. Wenn aber die in ele- 
mentarsymmetrischen Funktionen einen Körper von niedrigerem als n-ten 
Grade bestimmten, so würde ja einer Gleichung von niedrigerem als n-m-ten 
Grade genügen. Also ist der Körper der elementarsymmetrischen Funk- 
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tionen ivenigstois vom Grade n. Da seine Zahlen ferner gegenüber allen 
Substitntionen von k nngeändert bleiben, ist er prim zu k. Er gibt somit 
zusammen mit k einen Körper von wenigstens n^m-tem Grade. Hieraus ergibt 
sich sofort, daß dieser Körper mit dem Körper (A:, s^O^ S20^ ... ^^0) identisch 
ist, der den ursprunglichen enthält. 

3. Es sei ei eine der obigen elementar-symmetrischen Funktionen. 
Dann genügt e^ einer irreduzibeln Gleichung mit rationalen Zahlen als Koef- 
fizienten^ die in k eine Abe Ische ist. Die Abe Ische Gruppe besteht aus höclistens 
m zyklischen Substitutionen^ deren Grade Teiler von n sind. 

Die erste Behauptung geht aus der Konstruktion sofort hervor. Die 
Beschaffenheit der Gruppe erkennt man folgendermai3en: 

Es sei Si die Substitution der Gleichung (T.). Man erhält dann 
durch : 



>S[^^>...6>e, 






"^m 



0, 1,2, ... n 



A*2 



= 0, 1, 2, ... n 



ein System von Zahlen, deren symmetrische Funktionen sicher in k liegen. 
Also muß die Gruppe von e^ in bezug auf k sicher ein Teiler von der 
Gruppe: 

XA 

sein. Diese Gruppe ist aber ^lie/sch, somit jeder ihrer Teiler auch, wodurch 
die Behauptung erwiesen ist. Der Grad der Substitutionen S^ ist aber n\ 
also ist auch die letzte Behauptung erwiesen. 

4. Wir haben in den vorigen Abschnitten die Lösung der Gleichung 
(1.) auf die Lösung einer Reihe von Gleichungen 

(2.) i2,-a>ii2«-'^ + ...-(-l)"co, = 

zurückgeführt, die sich folgender Eigenschaften erfreuen: 

a) die Zahlen co^, 0^2, ... co„ sind rationale Zahlen; 

b) der Grad n ist eine Primzahlpotenz; 

c) die Gleichung ist relativ A6^/sch in bezug auf k^ und hat höchstens 
m von einander unabhängige Substitutionen. 

27* 
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Die Substitutionen dieser rl&^/schen Gruppe seien: 

Sj, *S2, ... S^ (x < Dl) . 

Der Körper (ii, k) ist ein G^a/oi^scher. Seine sämtlichen Substitutionen 
sind gegeben durch 

f2/ = 0,l, 
^ = 1, 2, ... ??i, 



s'l Sl' aSJ« . . . >SJ« 



kl''] 



= 0, 1, 2, ... Ai 



^»^'x 



Somit ist stets: 



wo S,S' irgendwelche Potenzprodukte S'' S^' . . . S^^ sind. Aus dieser Glei- 
chung folgt sofort: 

Die Substitutionen S und S' mlissen aber den gleichen Grad haben. Hieraus 
folgt, daß wir durch Bildung der symmetrischen Funktionen von 12 mit 
allen relativ konjugierten, deren Substitutionen gleich hohen Grad haben, 
schließlich zu Gleichungen gelangen, mit den Eigenschaften a) b) c) und 
Überdies der Eigenschaft d), daß ihre sämtlichen Grundsubstitutionen den 
gleichen Grad haben. 

5. Wenn }c, die Anzahl der unabhängigen Substitutionen S|,S2, ..., 
größer oder gleich ist dem größten Exponenten einer der Substitutionen ^„ 
so läßt sich das Problem noch weiter vereinfachen. Man kann nämlich 
setzen, wenn s irgend eine der Substitutionen SiS2^...s^ ist vom Grade w, 



Hieraus folgt sofort: 



oder wegen ^"=1, 



sS^ = S^^i.s\ 



5"S,=>s;+i5" 



^1 — '^tt+i* 
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Wir wollen aber diesen allgemeinen Fall nicht weiter verfolgen, 

sondern den Fall der komplexen Multiplikation noch näher ins Auge fassen. 

In diesem Falle ist 7?2 = 2, und nur eine Substitution s vorhanden: 

5^ = 1. 

Nach (3.) hat man höchstens 2 unabhängige Substitutionen Si und S2 
vom Grade n. Man kann jedoch in diesem Falle immei* die Gleichung (2.) 
auf 2 Gleichungen mit zyklischen Gruppen in k zurückführen. 

Ist nämlich 

wo Xy irgend eine ganze rationale Zahl ist, so wird der Körper der elementar- 
symmetrischen Funktionen von 

zyklisch in k sein, und da die symmetrischen Funktionen in bezug auf s 
invariant sind, wird der Körper auch wieder durch eine Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten gegeben sein. 
Ist dagegen 

sSi^Ss 

und S keine Potenz von Sj, so sei 

a) n prim zu 2. Es wird, wegen 6'^=1, die Beziehung existieren 

sS = SiS\ 

ferner ist S sicher vom Grade n. Wenn 

so dürfen deshalb nicht beide x^^ und X2 einen Teiler mit n gemein haben. 
Wir betrachten die beiden Substitutionen 

S'=S,S und S"=6\S-^ 
oder 

Ist X2 zu n teilerfremd, so bilden ;S' und S" wieder eine Basis der 
durch Si und S2 gegebenen Gruppe. Denn es ist. 

.s\=(S's")^ 
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wenn a und a' den in diesem Falle stets lösbaren Kongruenzen genügen: 

2a=l(n); 2a^2«'=l(w). 

Ist dagegen X2 zu n nicht teilerfremd, so muH Xi diese letztere Eigen- 
schaft besitzen, und es wird ebenso (da n ungerade ist) auch (x^ + 1) oder 
o?! — 1 zu n teilerfremd sein. Je nachdem bilden S' und S2 bezw. S" und Sj 
eine neue Basis. 

Stets aber wird nun die neue Basis anders beschaffen sein als die 
alte, da 

sb =h S] So =0 s. 

Wir haben das Problem also auf den zuerst betrachteten Fall zurückgeführt, 
daß S eine Potenz von S^ sei. 

b) n eine Potenz von 2. x^ oder x^ sind ungerade, wenn 

Ist ^2 ungerade, so darf man <S direkt als i>2 annehmen und hat 

Wir haben den merkwürdigen Fall, daß die Substitution sS^ eine 
Substitution 2n-ten Grades ist. Denn es ist 

und S1S2 ist nach Annahme vom Grade n. Wir nehmen eine den Körper A 
bestimmende Zahl S2 und bilden die elementar-symmetrischen Funktionen von 

und von diesen bilden wir wieder die symmetrischen Funktionen mittels der 
Substitution s. Diese bleiben dann in bezug auf s und 8^82 ungeändert 
(da sSiSi^SiSiS). Dagegen ändern sie sich für S^ (bezw. 82^ was auf 
dasselbe hinauskommt, da für diese Zahlen S^ S2 = 1 , also S^ = aS^"^ wird). 
Sie bestimmen einen Körper n-ten Grades mit den gewünschten Eigenschaften. 
Nachher machen wir die gleiche Operation mit 

• 

Diese Werte genügen dann einer Gleichung vom 7i-ten Grade, dere 
Substitution S,(=S2) ist. Allein die beiden so konstruierten Körper n-ter» 
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Grades haben den gleichen Unterkörper 2. Grades. Denn es ist ftlr die 
Zahlen derselben 

oj = S2 = 1 , 
also 

Dagegen können die beiden Körper nicht mehr Körper gemein haben, 
da ja für den zuerst konstruierten Körper (wegen >SV=SrO' 

für den zweiten dagegen (wegen 8^=82) 

welche Gleichungen nur übereinstimmen für die Zahlen des Körpers SJ = 1 . 
Um den noch fehlenden quadratischen Körper zu erlangen, bilden wir den 
zu k relativ biquadratischen Körper, mit den Substitutionen: 

1, S|, ^'2» ^^182. 

Derselbe hat nur einen quadratischen Unterkörper mit den obigen Körpern 
gemein. Er gibt also mit ihnen zusammen den gewünschten Körper. 

Dieser biquadratische Körper ist aber relativ zyklisch in bezug auf ^. 
Denn er ist gegeben durch: 

1, s=ss,, s'=(s,y^s,s,, s'=={ss,y=:ss,^ 

und es wird 

sS==Si = SiS'S = sS2'S^S^*s^ 

also haben wir durch lauter zyklische Relativgleichungen den genannten 
Körper erhalten. 

Ist dagegen X2 gerade, so ist x^ ungerade, und Xi+1 oder x^ — 1 nur 
durch 2 teilbar, nicht aber durch 4. Je nachdem nehme man ^Siä» oder 
SiS'^ und bilde mit der betreffenden Substitution die relativkonjugierten 
von S2. Ihre elementar-symmetrischen Funktionen genügen dann einer 
zyklischen Gleichung 27i-ten Grades mit der Substitution 

S = sS2 

in bezug auf k (denn es ist jetzt aS^ = >S^, x eine bestimmte^ganze rat. Zahl). 

Wir haben somit in allen Fällen den Satz: Jede algebraische GleicJmng^ 

die in einem quadratischen Körper als Rationalitätsbereich eine Abel sehe Gruppe 
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besitzt^ läßt sich auflösen durch eine Reihe von Gleichungen mit folgenden 
Eigenschaften : 

a) die Koeffizienten der Gleichung sind rationale Zahlen; 

b) der Grad n ist eine Pnmzahlpotenz; 

c) die Gruppe ist zyklisch in k. 

Um deshalb unnötige Komplikation der Bezeichnung zu vermeiden, 
werden im folgenden auch für den Fall des allgemeinen Körpers k 
Gleichungen vom Typus des letzten Satzes behandelt werden. Wir setzen 
die Gruppe der Gleichungen also als zyklisch voraus. Es haben jedoch 
die zu entwickelnden Methoden ihre ganz gleiche Anwendung im allgemeinen 
Fall, der deshalb nicht im geringsten mehr Interesse erfordert als der, der 
allein genau entwickelt werden soll. 

Kapitel II. Der Zahlstrahl. 

Hauptsatz: Im Kongruenzstrahl ist die Anzahl der Strahlgrund- 
einheiten gleich der Anzahl der Grundeinheiten des Körpers. Die Strahl- 
klassenanzahl A/ beträgt: 

wo f der Führer des Strahles, h die Klassenanzahl des Körpers, B der 
Regulator des Körpers, li, der des Strahles und tv die Anzahl der Einheits- 
wurzeln im Körper, w, der im Strahl ist. 

Definition: Ein System von Zahlen heißt ein Strahl^ tcenn das 
Produkt und der Quotient zweier Zahlen desselben loieder dem System angehört. 
Derselbe enthält somit stets die Einheit.*) 

Der Körper und der reguläre Ring^*) sind Spezialfälle von Strahlen. 

1. Wir betrachten speziell den Zahlstrahl, der aus den Zahlen eines 
algebraischen Zahlkörpers zusammengesetzt ist. Eine Einheit des Körpers, 
die im Strahl liegt, heißt Strahleinheit. Alle Strahleinheiten lassen sich 
durch r Strahlgrundeinheiten darstellen: 

*) Der Begriff Strahl ist zuerst (aber etwas abweichend) ia meiner Dissertation 
(Göttingen, 1903) Anm. 4 S. 5 eingeführt. Seither wurde er auch gebraucht von Lietz- 
manny Zur Theorie der w-ten Potenzreste in algebraischen Zahlkörpern. Math. Annal. 
Bd. 60, S. 263. 

**) Die Zahlen eines Ringes, die zum Führer prim sind, sowie deren Quotienten. 
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WO ar,, 3^2? ••• ^r irgend welche ganze rationale Zahlen und b eine der Einheits- 
warzeln des Strahles sind. 

Diesen Satz beweist man sofort mit Hilfe der im Körper existierenden 
Grundeinheiten.*) 

2. Alle Zahlen eines Körperideals, die im Strahl liegen, bilden ein 
System («i,of2, ...) des Strahles von der Art, daß jedes Produkt zweier 
Zahlen des Systems, multipliziert mit einer beliebigen ganzen Zahl des 
Strahls, wieder dem System angehört. Dies System heißt Strahlideal y/. 

Ein Strahlideal, das alle und nur diejenigen Zahlen Xa enthält, wo 
A jede und a eine bestimmte ganze Zahl des Strahles bedeutet, heißt Haupt- 
strahlideal (a). 

Das Produkt zweier Strahiideale ist das Strahlideal, gebildet aus 
allen Produkten einer Zahl des einen und einer Zahl des andern Strahl- 
ideals. Zu jedem Strahlideal a gibt es ein Strahlideal b, so daß das Pro- 
dukt ein Hauptstrahlideal wird: 

a-b = («>), 

M^o o) eine Zahl des Strahles ist. Denn fassen wir a einen Augenblick als 
Körperideal auf, so gibt es ein Körperideal b, so daß 

a-b = (co) 

^ird. Nun kann man aber lo immer als Zahl des Strahles auffassen. Wir 
Avählen hierzu einfach eine der Strahlzahlen aus a. Nehmen wir nun in b 
nur diejenigen Zahlen, die zugleich im Strahl liegen, so ergibt dies System 
das gewünschte Strahlideal. Aus diesem Resultat kann man leicht interessante 
Schlüsse ziehen, gemäß der einfachen Theorie der Ideale.**) 

3. Zwei Strahlideale heißen äquivalent, wenn ihr Quotient eine Zahl 
des Strahles ist; man schreibt: 

wobei das Kongruenzzeichen angenehm ist, um die Strahlenäquivalenz 



*) Zahlbericht S. 214, Satz 47. 
**) Zahlbericht § 5, S. 184 u. ff. 

Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 3. 28 
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hervorzuheben. Das Kongruenzzeichen wurde gewählt, weil das wichtigste 
Beispiel von Strahlen die Eongruenzklasse nach einem Ideal ist (s. unten). 

Alle äquivalenten Strahlideale bilden eine Htrahlkkisse^ die Anzahl der 
Strahlklassen die StrahlklassenanzahL 

4. Von besonderem Interesse ist der Komjnienzstrahl, d. h. der Strahl, 
dessen Zahlen alle einer Zahl nach einem Modul kongruent sind. Diese 
Zahl mui3 immer die Einheit sein, da ja der Quotient zweier Zahlen eben- 
falls im Strahl liegen soll. Es sei / der Modul. Derselbe wird der Filhrei- 
des Strahles genannt. Alle Zahlen S2 des Strahles erfüllen also die Be- 
dingung: 

/ ist hier ein Körperideal. 

In diesem Strahl ist die Anzahl der Grundeinheiten gleich der Anzahl 
der Gnindeinheiten des Körpers. Ist h die Klassenanzahl des Körpers^ so ist 

die Klassenanzahl des Strahles; dabei ist R der liegulator des Körpers, R^ der 
des Strahles, ir die Anzahl der Einheitswnrzeln des Körpers, n\ der des Strahles, 
(p(f) die bekannte cp -Funktion.*^ 

Um das letztere einzusehen, machen wir folgende Schlüsse: 

a) Zu jeder Zahl ca des Körpers kann man eine zu io prime Zahl w^ 
finden, so daß w-io^ im Strahl liegt, falls nur io zum Führer des Strahles 
prim ist. 

b) Jedem Körperideal entspricht ein Strahlideal und umgekehrt. 
Denn jedes Ideal läßt sich durch 2 Zahlen geben.**) Gemäß a) mache 
man dieselben zu Strahlzahlen, wodurch die Behauptung erwiesen ist. 

Die Klassenanzahl des Strahles ist also ein Vielfaches von h. Dieses 
Vielfache findet man, indem man die Anzahl der Strahlklassen untersucht, 
die durch die Körperzahlen gegeben sind. 

Die Strahlklassenanzahl ist endlich. 



*) Zahlbericht S. 192. 
**) Zahlbericht Satz 12, S. 186. 
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S sei die Substitution von (1.) in k. Dann nehmen wir weiter an, 
die Koeffizienten <^i, »^>2j ••• «9^« seien rationale Zahlen. 

Wir bezeichnen den Körper {k^O) mit K und seine Zahlen mit 
großen griechischen Buchstaben; die Zahlen von k mit kleinen griechischen 
Buchstaben; die Ideale von K mit großen deutschen, diejenigen von k mit 
kleinen deutschen Buchstaben. 

Nach Annahme ist 

>S»=1, S'+l, falls x^O (n). 

1. Wie sofort ersichtlich, ist K wieder ein Galois^cher Körper. Seine 
sämtlichen Substitutionen sind gegeben durch 

wenn man .i* alle Werte von bis >i— \ durchlaufen läßt. Wir wollen unter s 
eine der Substitutionen ^i, 6^2) •• <>*m verstehen und Größen im Zusammenhang 
mit s ohne Index bezeichnen. Wenn dann s mit einem s^ identifiziert wird, 
so hat man nur auch jenen Größen den Index t zu geben. sS muß sich 
so ausdrücken: 

Zunächst sieht man, wenn man die Gleichung auf irgend eine Zahl a 
von k anwendet, daß 

also 

Nun ist aber 

also wird 

s ^ s- ' (6--^ S'sy s = ^'-^ S''ü'' = ... - 6^-«* .S'" s\ 

Es sei a die niedrigste Zahl, für die 

wird. Dann ergibt letztere Beziehung 

oder 

(3.) ^ ^-"=1 (n). 



Fueter^ die Iheorie der Zahlstrahlen, 213 

Ist daher u zu (pQi) = l'^^l— 1) prim, so muß stets »r = 1(^0 und somit 

sein. 

Die Kongruenz (3.) ergibt auch noch die Umkehrung: 

(4.) Ss = sH''"\ 

Wir setzen nun 

wo V zu / prim sei. Es folgt dann sofort aus (3.), falls a>0, 

und für den Unterkörper von K^ der relativ-zyklisch zu k vom Relativ- 
grade t" ist, findet man die Relation erfüllt: 

Man sieht somit, daß dieser Körper in bezug auf die Substitution s 
ein .46e&cher ist. 

In dem Falle der komplexen Multiplikation weiß man, da£ durch 
Adjunktion irgendwelcher i46e/scher Größen, d.h. Einheitswurzeln, keine 
weitere Zerfällung eintritt, als man schon durch Adjunktion von Quadrat- 
wurzeln erhält.*) Ferner ist dort nur eine Substitution s vorhanden und 

8^ = 1 also u = 2. 

Für X ergeben sich die Wurzeln: bei ungeradem / und /'^ = 2,4 

Da der Fall a:= 1 (ji) auf Kreiskörper führt, was dem Obigen wider- 
spricht, so mui3 

a;=— 1 (n) 
und 

(2'.) sS^H-'s 

sein, (o:— 1) ist dann stets zu / prim und a = 0. Bei /=2, ;>>2 

a: = ±l, ±1±J. 



*) Weber: Über Zahlgruppen in algebraischen Körpern. Mathemat. Annalen. 
Bd. 49, S. 39. 
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Die Fälle a; = l, l + .y sind wieder ausziischließen, da sie auf Kreiskörper 
fUhreu. Also bleibt auch hier uur 

lu beiden Fällen ist (^'—1) durch 2 und durch keine höhere Potenz 
von 2 teilbar. 

2. Die lielalindifferente 3)^ ^^ou K in beziuj auf k. 
Man findet für ©j^ leicht den Ausdruck:*) 

wo /iij/ig,,., alle ganzen Zahlen von K sind, Denn jedes Element**) G, 
ist gleich dem Element ©j, wenn i und k durch die gleiche Potenz von / 
teilbar sind. 

Es sei p eine von l verschiedene Primzahl, p ein in p aufgehendes 
Primideal von k^ 5ßi ein in p enthaltenes Primideal von K. 

Wenn ^^i in der Relativdiflferente enthalten ist, so muß es ein )\ geben, 
so daß für eine bestimmte Zahl /i* die Inkongruenz besteht: 

daß aber fUr alle Zahlen 12 von K die Kongruenz besteht: 

(6.) £2 = 8^^12 {%), 

(wenn )\^r ist, so findet selbstverständlich keine Inkongruenz statt). Wir 
setzen n^^J^^n-i^f'^'^t^^ so daß 

(7.) n^ /i2 = n ; r, + r^ = r . 

Damit also 5ßi wirklich in der Relativdiflferente aufgeht, muß die Ungleich- 
heit bestehen: 

(8.) 0<ri<r. 

Da (6.) für alle ganzen Zahlen 12 gilt, so gilt sie auch für S''''^I2: 



♦). Zahlbericht, S. 205. 

•) Zahlbericht S. 205, vergl. auch Satz 68, 8. 249. 



(9.) 
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woraus sofort 

folgt, d. h. aber: Wenn ^, in 2)^- aufgeht^ so gehen auch alle seine rehiivkonjn- 
gierten Ideale in ^^ ^^^f- Wir setzen %\ gleich dem kleinsten gemeinsamen 
Vielfachen von ^i, 'S^p,,^^^,, ..., sodaß also ^f durch kein Quadrat eines 
Primideals teilbar ist und 

fUr alle ganzen Zahlen S2 von K. 

Ist ferner y irgend eine ganze rationale Zahl, so ergibt des weiteren 
die Kongruenz (9.): 

i2 = S^'i2 (5pt). 

Da dieselbe für alle ganzen Zahlen £2 gilt, so gilt sie auch, wenn 
man für S2 die ganze Zahl Ä"""^i2 setzt oder (bei Berücksichtigung von (2.) 
und (4.): 

,s-*'-'I2_--S''"'5«-'i2 = ^"-SS'y«^i2 (^*). 

Bestimmen wir, was immer möglich ist, y so, daß 

xyE^l (n) 
wird, so folgt 

oder : 

i2 = >S'"i2 (5^*), 

gültig für jede ganze Zahl £2 von K. 

Es ist somit auch s^\ in der Relativdiskriminante enthalten, und wir 
setzen nun ^ gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen von -^i^^) 
.S5ßt,....5^^r* Es gelten dann für gj die Beziehungen: 

i2 = S'''i2 ($ß) für jede ganze Zahl i2 von K, 

.95ß = 5ß für jede Substitution s, 

3. Das in S)^ enthaltene. Ideal 5p. 

Man kann sich den Relativkörper K aufgebaut denken aus r Relativ- 
l^örpern /fj, /Tj,... A'^^/T, wo immer Ki relativ-zyklisch vom Relativgrade / 



(10.) 
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in bezug auf A1_i ist. Es sei 5), die Relativdiflferente von K^ in bezug auf 
Ki_^. Dann folgt aus einem Satze*) sofort, wenn a>['\ wi*\... alle Zahlen 
des Körpers Ki bedeuten: 

(11.) ' ®^=«-^5^ ^^' -^.^-y^' 

Vergleicht man (11.) mit dem in 2. gegebenen Ausdruck für 3)/s: und 
den dortigen Festsetzungen, so erhellt, daß 

ZU ^ prim sind, 

einzeln durch ^ teilbar sind. 

Es ergibt sich für die ZerfäUung jedes in p enthaltenen Primideals 
|) von k folgende Regel: 

Durch Adjunktion von A', zu A|_i zerfällt jedes in p enthaltene Prim- 
ideal von Aj^i nicht weiter oder in / von einander verschiedene Primideale, 
falls 



Für i>i\ wird dagegen jedes (vergl. Abschnitt 2.) solche Primideal 
die /-te Potenz eines Primideals von K.**) 

Die 7i2-te = t"""' = /Me Potenz eines jeden in p enthaltenen Primideals 
von K wird somit Primideal in A'^^. Hier tritt die wichtige Scheidung auf; 
p ist jetzt prim zur Relativdifferente von K^^ in bezug auf k] in )f gehen 
also nur von einander verschiedene Primideale von K^^ auf. 

Aus dieser Überlegung folgt 



(12.) $-.^^'^-^^ = ^"» = (p). 

4. Es sei ^' irgend ein Teiler von ^5 der invariant in bezug auf 
die Substitution S ist (5ß'=:>SSß'). Aus dem Abschnitt 3. folgt, daß 5)3' die 
gleiche absolute Norm hat im Körper K^ wie das Ideal |) = ^'*' des Körpers AV, 
in diesem Körper. Somit ist jede Zahl von K einer Zahl des Körpers A'^^ 
nach $ß kongruent. 



♦) ZahlbeiHcht: S. 40, Satz 208. 
*♦) Zahlbertcht: S. 277, Satz 93. 
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Wenden wir dieses Resultat auf eine ganze Zahl i2 von folgender 
Eigenschaft an: ^' gehe in S2 zur m-ten Potenz auf. Dagegen sei das 

Ideal {-y}-) zu ^' relativ prim. 

Wir werden im folgenden ausgiebigen Gebrauch von der Kronecker- 
sehen symbolischen Potenz*) machen. Die Größe £2^"^ ist der Voraussetzung 
wegen einer ganzen Zahl nach ^' kongruent; es darf mit ihr wie mit ganzen 
Zahlen in Kongruenzen mit dem Modul $' gerechnet werden. Denn das 
Ideal ^' ist invariant in bezug auf S, Also enthalten Zähler und Nenner 

von o— die gleiche Potenz von %\ Da aber nach Annahme die übrigen 

Ideale des Zählers und Nenners zu ^' prim sind, so sieht man, daß man 
i2**^ so mit einer zu p primen ganzen Zahl multiplizieren kann, daß es eine 
ganze, zu $' prime Zahl wird, woraus leicht die obige Behauptung folgt. 

Nach obigem ist i2*"^ einer Zahl w^'^»^ von K^^ nach ^' kongruent: 

Da wS^'^ in K^^ liegt, ist 
und 

ist eine Zahl in L Somit wird 

io eine Zahl in /;, 

d. h. die (1— *S"*)-/e symbolische Potenz einer Zahl £1 mit der oben festgesetzten 
Eigenschaft ist einer Zahl (o von k nach ^' kongnient. 

5. Die Zahl IP'^\ 

Es sei n eine ganze Zahl von K^ in der unser 5ß' von Abschnitt 4 

enthalten ist, jedoch so, daß (^) zu Iß' prim sei. fl föllt also unter die 

Rubrik der i2 von 4. Es sei ferner K^ einer der Körper Ä^^, /iT^^^i,... AV_i, 
also 

(13.) r^<Z,i<iT. 

Wir setzen m, = /* ; m^ • Wj = ^^ . 

•) Zahlbericht S. 271 u. if. 
Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 3. 20 
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Dann genügt /7 in bezug auf ^ einer Relativgleichung THj-ten Grades : 

(14) w^^n^p n^^'^ +71^^ n^--'' (-!)"'<= 0, 

wo 71 {*^, n^\».*7im Zahlen von Ä^ sind und dementsprechend den Bedingungen 
unterliegen 

Wegen der Bedingung (13.) kommt 5ß' in jeder der Kelativdifferentem. 

2)i von Ki bis K^^K vor. Somit ist 

fi—S'^^n ($ß'). 

Nun sind aber die ti« die elementar-symmetrischen Funktionen der 
Größen /7, S*"^//, S'"'»/7,...>S^"'''-^>'"'/7; somit wird 

7ii'> = t(;/7*=0 (gj') 

(w eine ganze rationale Zahl). 

Da aber 7ij^^ eine Zahl in Ki ist, muß auch sein 

(15.) 7ii'> = ($'-0. 

Da des weiteren die Größe (^) zu ^' prim sein soll, muß n^Jl durch 
^ß"^ teilbar sein; allein es muß 

(16.) -^ zu 5ß' prim sein. 

Wir wollen die Diskriminante J von (14.) untersuchen. Dieselbe 
stellt sich folgendermaßen dar:*) 

- (»la- 1) 7i{*> (S""' 77) ""-* + ... + (- !)""-> 7T(j^, I . 

T/Ij— 1 

Wegen (15.) finden wir, da 77, (S""' 77) = 7i|'^^ : 

liij(m,-l) 

^ = (- 1) ' m^^'^ . n^^'^' ($ß"«.(-.-o + 1) 
oder da links und rechts in der Kongruenz Größen von K^ stehen: 

«2(m.^-l) 



z/ = (- 1) * wj"-» n^f '~ (g5'"''') . 



•) W^eÄer; Algebra Bd. I, S. 169, Gleich. (5). 
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Vergleichen wir diese Kongruenz mit dem Resultat (16.) und bedenken, 
dafi p von l verschieden, also zu th, prim ist, so folgt 

(17.) z/*0 (Sß""Oi 

tmd diese Inkongruenz gilt auch flr jedes in ^' enthaltene Primideal. 

Wäre nun für irgend ein in ?ß' enthaltenes Primideal $ßi die Kon- 
gruenz erfüllt: 

W-s-'=l (^,) oder /7=>S-^/7 ($?), 
80 folgt aus der Definition der Diskriminante 

Uly— 1 

^= /7,,^(S"'''»/7-S*^"'»/7) 
sofort 

Ein Vergleich mit (17.) ergibt die Ungleichheit: 

27772(^2 — l)<r^W2 
oder • 



r722<C2, 7^2 = 1, mi = n^ 
somit 

Diese Beziehung widerspricht der Annahme (12.). Dieser Widerspruch 

beweist die Hinfälligkeit der Annahme^ daß /7*~*"*' nach irgend einem in $P' 
enthaltenen $Pi kongruent 1 sein könne. 

Wir erhalten zwei Resultate : 

a) Die Zahl n^-^^ ist nach keinem in ^' enthaltenen Pnmideal von 
^ kongruent 1 : 

Jal/s nur 

n, <mi<Zn 
:femer: 

b) Die Relativdifferente ^1^ ist durch Sß**«"^ teilbar und ( ^^X^ ) w< 
Dies letztere ergibt sich in dem Falle $'=$• 

29* 
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6. Der Kla^senstrahl, 
Es sei wieder Sß' irgend ein Teiler von $, invariant in bezng auf S. 
Wir bilden den Kongruenzstrahl*) mit dem Führer 5ß'. Alle seine Zahlen 12 
erfüllen die Bedingung 

i2=l (^'). 

Es sei speziell ^' ein solcher Teiler von ^, daß 

Primideal in k wird. Ist p ein Primideal /'-ten Grades von k^ so liegt die 

<^(/) = (/-l)-te 

Potenz jeder zu p primen Zahl von K sicher im Strahl.**) 

Es sei wieder FI eine durch ^' teilbare Zahl, (^) zu Sß' prim. 

Dann ist W~^' einer Zahl a von k nach ^' kongruent: 

a"^ i!^^ rfie kleinste Potenz von a, die im Strahl mit dem Führer ^' liegt. 
Denn da a in ^ liegt, wird 

Es sei g die kleinste Zahl, für die 
also auch 

Wegen 5. a) muß dann sein 

Andererseits ist aber aS*^''»=1, also von selbst 

Somit ist n^ wirklich der kleinste Exponent, der a in den Strahl 
bringt, wie zu beweisen war. 



*) Vergl. Kap. 11 dieser Arbeit. 
•) Zahlbericht Satz 22, S. 191. 
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Nun ist aber nach obigem die (y— l)-te Potenz von a im Strahl. 
Somit ma£ 

sein, worauB 

Satz: Wenn das in p enthaltene Primideal p des Körpers k im Körper K 
die n^-te Potenz eines Ideals wird, so muß 

p^-l = (n,) 

sein, wenn p^ die Norm von p in k ist. 

7. Es sei wieder 5ß' irgend ein Teiler von Jß, invariant in bezug 
auf S; £2 eine Zahl des Strahles, mit dem Führer^', deren Relativnorm 
in bezog auf K„ gleich 1 ist. Es sei t = m^^ m^^m^^n] also: 

n-==i c$'), 

Man darf setzen 
Es ist nämlich 

Da n im Strahl liegt und ^'=^SSß' ist, muß sein 

A = m, (^'); 
da p + /, wird ^ + 0. 

Wir bestimmen ferner eine ganze rationale Zahl a so, daß 

Dann ist auch 

und für die (1 — S'"*)-te symbolische Potenz 

woraus 

Satz: Ist £2 eine Zahl des Strahls mit dein Führer ^', tco ^'=S^' 
ein Teiler von Jß ist, so ist £2 die (l — S^'^^yte symbolische Potenz einer ganzen 
Zahl des Strahles, falls nur 

my7n2 = m. 
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Man kann nämlich J^ anch ganz machen. Denn J* liegt im Strahl. 
Somit mnJB Zähler nnd Nenner von J* ein in ^' enthaltenes Primideal in 
gleicher Potenz enthalten ; man kann daher ^ so mit einer in K„^ and dem 
Strahl liegenden Zahl multiplizieren, daß das Produkt ganz wird. Die 
(1— S'"»)-te symbolische Potenz dieses Produktes bleibt dagegen gleich dem 
gegebenen £2. 

Dieser Satz wird später die Bedeutung des Strahles besonders hervor- 
treten lassen. 

8. Der Klassenring. 

Im Fall /*= 1 ist durch den Satz Abschnitt 6) p nach dem Modul n^ 
vollständig bestimmt. Allein wenn /> 1 ist, so ist jo^— 1 eine reduzible 
rationale Funktion von p. In diesem Falle können wir noch viel genauer 
den Teiler von p^—l bestimmen, der durch n^ teilbar sein muß. Dazu 
bedürfen wir eines andern Begriffes. 

Statt, wie beim Strahl, nur diejenigen Zahlen zu betrachten, die nach 
einem Teiler $JJ' (^'= SSß') von ^ der Einheit kongruent sind, betrachten wir 
alle diejenigen Zahlen von K^ die nach Jß' einem bestimmten Rationalitatsbereich 
kongruent sind. Diese Zahlen werden einen Ring bilden^ den Klassenring mit 
dem Führer $(J' in betreff auf den bestimmten Rationalitatsbereich. Der ein- 
fachste Klassenring ist derjenige, dessen Zahlen den ganzen rationalen Zahlen 
nach %' kongruent sind. 

Es sei wieder p ein Primideal von k und 

Ferner sei die Zerlegungsgruppe*) gegeben durch die Substitutionen 
der Trägheitsgruppe und durch 

X , Z f Z , ZT ^ • •• Z 

(f der Grad von p). 

z^ ist dann wieder eine Substitution der Trägheitsgruppe. Es sei 
dagegen ^^=1; dann ist 

•) Zahlbericht S. 251 . 
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WO r^ der Grad der Trägheitsgrnppe ist.*) Wenn p prim ist zur Diskri- 
minante von ky so ist r^=l und /'=/. 

Es sei a irgend ein Teiler von / und a^b^f. Wir bilden den Unter- 
körper des Trägheitskörpers, der vom Relativgrade a ist in bezug auf den 
Zerlegungskörper, für dessen Zahlen a also 

Wir bezeichnen diesen Körper mit k^ und bilden den Klassenring in 
bezug auf k^. Ist y (p) die y- Funktion**) von p in k^ ^aCP)***) diejenige 
von Ä„, so ist die 

^;~(p)-^icri-i+P +P +•••+/ -te. 

Potenz jeder Zahl von k im Klasseming in bezug auf k^. 

9. Wir nehmen die Primitivzahl n des Primideals p in A:; sie habe 
die folgende Eigenschaft : sie sei kongruent nach allen von p verschiedenen, 
zu p konjugierten Idealen. Es ist dann z. B.f) 

Hieraus folgt: 

Da n Primitivzahl ist nach p, somit jede andere zu p prime Zahl 
von k einer Potenz von n nach p kongruent ist, muß auch für jede beliebige 
andere Zahl a von k die Konginienz bestehen: 

10. Wir betrachten die Relation 

zS^S'-z, 

speziell das x dieser Gleichung. Wir fanden, tt) daß 

a;^=l (n) 



•) Zahlbericht S. 251 u. flf. 
•♦) Zahlbericht S. 192. 
•••) Zahlbericht S. 244. 

t) Zahlbericht S. 252. 
tt) Vergl. S. 212 dieser Arbeit. 
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sein muß, wenn z^' = 1 ist. Es sei 

a) :r*l(/). 
Wir bestimmen dann a als Teiler von /' so, daß 

wird. Es ist dann 

oft 1 ^ ^ 

oder wenn f =^b'f=V -b^a, 

11. Nachdem a gemäß 10. aasgewählt ist, bilden wir den Klassen- 
ring in bezug auf k^ mit dem Führer ^\ wo ^'"'=p Primideal in k sei. 

Es sei wieder IT durch ^' teilbar, aber ^ zu ^Jß' prim. Dann ist 

^i-Ä«i— -^ (^^'), (a eine Zabl von *) 



(^^itöf^Da fjy^Snr^'' " = C^*"^)'' « (<ß'), 



woraus durch Multiplikation 
wo 

^' geht in i2' zur 

(l + a;" + af^"+-- + ^^'""'^")-ten 

Potenz auf. Denn es ist nach Konstruktion 

Der Exponent von ^^' in S2' ist ein Vielfaches von n gemäß 1^ ' 

~-j ist zu p prim. Somit da ^ 

man setzen 
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WO S2 ZU p prim ist. Man ersetze nur p in S2' durch ein zu |) in ä; äquivalentes, 
zu p prim es Ideal. Da aber jetzt S2 zu p prim ist, so muJ3 

sein (Abschnitt 2. (9.)); also ergibt die obige Kongruenz: 

(a (z««) (^'«a) ... (^z^'-'^^'a))" = 1 (p) 
oder nach der Relation in Abschnitt 9. : 

12. Wir hatten aber gefunden, daß ?i2 die niedrigste Potenz ist von 

so daß 

wird (vergl. Abschnitt 6.). Somit ergibt die am Ende von 11. gefundene 
Kongruenz : 

Es ist noch zu bemerken, daß 6' = 1 ist, wenn p prim ist zur Diskri- 
minante von k. 

Die Kongruenz gilt fUr jeden Teiler a von /, der macht, daß 

wird. Es ist femer auch leicht zu sehen, daß die Kongruenz fUr keinen 
Teiler a gilt, der dieser Bedingung nicht genügt. Wir wollen das bisherige 
kurz so zusammenfassen: 

Satz: Es sei p ein Primideal von A, das in K die n^-te Potenz eines 
Ideales wird. Ist darin p prim zur Diskriminante von k, so ist 

falls a>>0 ein solcher Teiler von f ist, daß 

X ist gegeben durch die Relation zS=S*Zy wo z die Substitution des Tragheits- 
körpers in bezug auf den Zerlegungskorper ist. 
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13. Wir nehmen jetzt an: b) Es sei x^l (ri^. 
Dann ist 

Wir bestimmen wieder FI genau wie in 11. Es mnß dann sein 

Nun ist aber 

II V~^* 



(Ä)' ^1 (*•). 



da -^ eine Zahl ist, deren Zähler und Nenner $ß' in gleicher Potenz ent- 
halten; da diese Zahl also so mit einer zu ^' primen Zahl von k multi- 
pliziert werden kann, daß das Produkt ganz und zu $ß' prim wird. 
Es folgt somit 

a^zce (|)). 

a ist also einer Zahl des Zerlegungskörpers kongruent, und da in diesem )? 
ein Primideal ersten Grades wird,*) ist a einer ganzen rationalen Zahl nach 
p kongruent, a liegt also im Ring in bezug auf die ganzen rationalen 
Zahlen. Andrerseits ist aber wieder n^ die kleinste Zahl, die macht, da£ 
«"'^1 (p) ist. Somit wird, da die (j9 — l)-te Potenz jeder ganzen rationalen, 
zu p primen Zahl = 1 {p) ist: 

7; — 1^0 (722). 

Hieraus der Satz: Es sei :p ein Pnmideal von k, das in K die n^-te 
Potenz eines Ideals toird. Es ist dann 

;;-l = (7i^), 

wenn x^\ (11^) ist in zS = S'z,z die Substitution des Trägheitskörpers in 
bezug auf den Zerlegungskörper. 

14. Es sei ii2=^n'ri\ wo n* ein von 1 und ^^2 verschiedener Teiler 
von ?22 sei: 

\<Zn'<in^. 

Es sei dann c) a:^l (m% *1 (In'). 



*\ r. 



) Zahlbericht S. 253, Satz 70. 
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Wir gebrauchen wieder die gleichen Bezeichnungen, wie im vorher- 
gehenden. Es ist: 

und da 2rS'*"''' = S"""'z, so findet man wieder, genau wie in 13., daß 

p-l = (n"). 
Es sei nun aber f die kleinste Zahl, so daß 

Dann ist sicher 

a/'-i + a:^'-2^... + a;+l = (n"). 

Es sei n* der größte gemeinsame Teiler von 112 und 

{l+x + ^e + '^'-Yx''-'). 

Es ist dann ?i2>n*>n". 
Wenn 



so folgt 



also 






(^^-*/7y-^^'''"' = ^^-^a (^'), 



i2'^-^^ = «(z«)(^'c^) ... (zf'-'a) (g}'), 



wo 



Diese Zahl ist durch 

teilbar. Der Exponent ist aber durch if teilbar, also ist 



oder 



n. 



(«(^a)(z'a)...(z''-' «))»•= 1 (^). 



30* 
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Dies ergibt gemäJß Abschnitt 9: 

— 

Da aber n-z die kleinste Potenz von a ist, die macht, daJB die Kon- 
gruenz 

«'^ = 1 (p) 

erfüllt ist, so muß sein 

Wir haben daher den Satz: Es sei p ein Primideal von k, das in K die 
n^'te Potenz eines Ideals wird. Dann ist 



n^n* ^ n. 



falls mir 1. x — 1 durch n' nicht aber durch In' teilbar isty wo zS—S'z und 
z die Substitution des Trägheitsköiyers in bezug auf den Zerlegungskörper ist; 

2. n* der größte gemeinsame Teiler von )i2 und l+x-\ h»'^'^'"* ^^j ivenn x^ 

die kleinste Potenz von x:^l (p) ist. 

Eine Zasammenfassang der drei letzten Sätze findet sich in der 
Überschrift des Kapitels. 

15. Wir haben bis jetzt stets an der Annahme p^l festgehalten und 
hierbei merkwürdige Beziehungen zwischen den Relativkörpern, deren 
Relativdiskriminanten p enthalten, und gewissen Ringen und Strahlen des 
Grundkörpers gefunden. Es soll deshalb auch für die Primzahl / eine 
solche Beziehung hergestellt werden. 

Es sei t ein in / enthaltenes Primideal von ä:; in t sei ein Prim- 
ideal 2 enthalten, das zugleich in der Relativdiskriminante aufgehe. Wir 
bestimmen wieder ganz gleich n^ und n^ (ii^n^^n) für (. Es ist dann 

wo S' ein Ideal von Ä^ ist und Ü'=*SS'. Es sei n^^f^ und r^ der Grad 
der Trägheitsgruppe von I in ä:. Zur Strahl- und Ringbildung darf man 
aber jetzt nicht mehr 2' selbst als Führer gebrauchen^ sondern das Ideal 

Es verhält sich dann alles ganz gleich. Diesen Ringen bezw. 
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Strahlen entsprechen im Körper k Ringe bezw. Strahlen mit dem Führer 

Die Klassenanzahl z. B. des Kongruenzstrahles mit dem Führer 
f'^«+' in k ist 

wenn die Norm von I gleich l^ ist. Die wichtigste Aufgabe und zugleich 
der Beweis dafür, daß diese Festsetzung die richtige ist, wird durch den 
Beweis der Richtigkeit des Satzes Abschnitt 7*) in unserem jetzigen Falle 
(p = /) gegeben. 

Es sei S2 eine Zahl des Strahles 

n=l (ßv«n.+i) 
und zugleich 

Dann ist 

Wir können m,>ni annehmen; denn wäre ml<7^,, so würde aus 
obiger Kongruenz um so mehr folgen 

Wir nehmen also w, >ni, 7n^W2^n an. i2 ist eine Einheit. Also 
haben {A) und (ß^'A) den größten gemeinsamen Teiler 1. 

Wenn aber A den Teiler ß" mit ß' gemein hat, so ist sicher ß"=S'"»ß" 
und wir können den Teiler als einfach in A aufgehend denken.**) Denn 
S""' ist ja Ideal im Körper K„^^^ das aber durch ein zu ß' primes äquivalentes 
Ideal ersetzt werden kann. Man braucht deshalb nur eine solche Potenz 
Yon A zu nehmen, daJ3 die Bedingung erfüllt werden kann. Würde aber 
S" einfach in A aufgehen, so wäre 

A genüge der Relativgleichung 

*) Vgl. diese Arbeit S. 221. 

**) Es kann £" auch zu einem durch / teilbarem Exponenten in A aufgehen. 
Dieser Fall erledigt sich aber ebenfalls sofort. 



230 Fueter^ die T/ieoi*ie der Zahlstrahlen. 

WO die Koeffizienten iS^ alle in K^ liegen, wenn 7/ii = Z*. Es ist dann 






(e = 1, 2,...iMj) 



woraus, da (w^ — ?0 K ^^ ^ li^gt, also nur durch eine Potenz von 2""^ teilbar 
sein kann: 

(71X2- V) l, = (2Wr-.>,f n,,)^. y -> 0. 

Ist J die Diskriminante der Gleichung für ^, so wird daher 

iiig (m^-»l) 

Wegen der Bedingung 

muß aber sein*) 

Also ist 

(r, rj 712 + 2) (i?i2 - 1) < r^ (r -^) ^i^ + WI2 , 
was unmöglich ist, da 



somit ist die Annahme, daß yl einen Teiler mit S' gemein hat, zu verwerfen. 
Man erkennt auch leicht, daß man yl dann immer in den Strahl bringen 
kann. Daraus der 

Satz: Ist n eine Strahhahl mit dem Führer ßV2»,+i^ ^o 2' = iS2' 
(da Teiler vo7i 2 ist, so ist £1 die (1 — AS'"')-te symbolische Potenz einer ganzen 
Zahl des Strahles, falls 

^2i+^'"'f... + ^("'->)'"« = l^ m, 7^2 = 71 
ist. 

16. Um den vollständigen Klassenstrahl zu erhalten, bildet man den 
Strahl mit sämtlichen in der Relativdiskriminante aufgehenden Primidealen. 



*) Vergl. den Beweis S. 219 dieser Arbeit. 
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Für diesen gelten sämtliche Sätze, wie für den einfachen Strahl. Derselbe 
hei£t Klassenstrahl. Für denselben gelten die Sätze des nächsten Kapitels; 
der größtmögliche Klassenstrahl fUr einen gegebenen Führer heiße, wie 
später noch näher ausgeführt wird, Zahlstern. 

17. Anwendung auf das Problem der komplexen Multiplikation. 

Wir haben in k nur eine Substitution ^^ da ä: quadratisch ist. Es ist 

sS^S's 

und wir haben über diese Beziehung schon folgendes festgesetzt:*) 

Wäre a:^l(/i), so wäre der Körper K selbst ein i46e/scher, also 
durch Einheitswurzeln lösbar.**) Allein solche Gleichungen kommen in der 
komplexen Multiplikation nicht vor, da die Gleichungen nur durch Adjunktion 
Ton Quadratwurzeln zerfallen, aber durch keine weiteren ilft^/schen Größen.***) 
Es ist also X nur in dem Fall n = 2 kongruent 1 nach n, ein Fall der 
trivial und übrigens im folgenden enthalten ist. Es muß also, da 

x^Ez:l (ji) ist, 

x~^l (n)t) 
sein und deshalb 

sii = S'^^s 
werden. 

18. Es sei d die Diskriminante des quadratischen Körpers k. Wenn 

-J = + l ist, so zerfällt p m k m 2 Pri m ideale, tt) und der Satz von 

Jr 

Abschnitt 6. ergibt, weil /= 1 : 

Ist dagegen ^-j = — 1, so ist {p) selbst Primideal in k und 2^ = 5; 
somit ergibt der Satz Abschnitt 12., daß far jedes ungerade ^^2 



•) S. 213 dieser Arbeit. 
•*) Zahlbericht Satz 131, S. 339. 
•♦•) Weber: Math. Annalen, Bd. 49, S. 99. 

f ) Im Fall n = 2*" ist auch a; ih; — 1 + o möglich. 

tt) Zahlbericht Satz 97, S. 284. 
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denn wegen Abschnitt 17. ist immer C^ — 1) zu n prim. Die Kongruenz ist 
auch für jede in d aufgehende Primzahl p richtig, da ja r, für ein in d 
enthaltenes p stets gleich 2 ist, also zu rh prim wird. 

Der Satz Abschnitt 14. ergibt, wie sofort ersichtlich, fllr /=2, /? = 2' 
dieselbe Relation 

Denn :c+l = ist durch «2 teilbar, also n^ — if. 

Man sieht leicht, daß alle diese Kongruenzen auch in dem Falle gelten, 
daß p m d aufgeht. Da dann f-j:EEO*) wird, andererseits aber p^l vor- 
ausgesetzt ist, so ersieht man, daß man auf einen Widerspruch stößt. Solche 
Gleichungen sind deshalb unmöglich. Wir haben den Satz: Jede von I 
verschiedene Primzahl p, die in K die n^-te Potenz eines Ideals wird^ wo K 
ein aus den Klassengleichungen der komplexen Multiplikation entspringender 
Körper ist, genügt einer Kongruenz 

falls d die Diskriminante von k, dem quadratischen Körper, ist und (-) das 
Legendresche Symbol. 



Kapitel IV. Der Klassenstrahl und der Stern. 

Hauptsatz-, Gegeben ein zu einem gegebenen Körper k relativ Abel- 
scher Körper K vom Relativgrade n und mit einer Gruppe G in bezug auf k , 
Wir bilden den Strahl in k, dessen Fähiger f alle in der Relativdiskriminmii 
von K in bezug auf k aufgehenden, von einander verschiedenen Primideale enl 
hält. Dann gibt es in diesem Strahl n Strahlklassen, deren Abelsche Gruppe 
holoedrisch-isomorph ist mit der Gruppe G. 

Bildet man im Körper K den entsprechenden Strahl, dessen Führ 



alle von einander verschiedenen, in der Relativ di ff er ente aufgehenden Prim — 
ideale von K enthält, so werden alle jene n Strahlklassen von k Hauptstrah^- 
klassen in dem Strahle von K, der den alten Sti^ahl von k enthält. 



•\ r. 



) Zahlbericht S. 284, Satz 97. 
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1. Es sei in unserem Galois^chen Körper k wieder die irreduziWe, relativ- 
zyklische Gleichung (l.) Kapitel III gegeben, vom Grade n = /^ Wir denken 
uns K={0^ k) aufgebaut gemäß Kapitel III, Abschnitt 3 aus Äi, ifj? ••• K^ — K. 
Dann gilt für einen beliebigen Klassenstrahl in K der 8atz: Es gibt in 
K^ = K eine Strahle inheit^ deren Relativnorm in bezug auf K^_i gleich Eins ist 
und die nicht die ( 1 — Syte symbolische Potenz einer Strahleinheit wird. 

Beweis: Wir nehmen die Strahleinheit H von K, deren Relativnorm 
in bezug auf K^^i gleich Eins ist, und die, mit irgend einer Einheit von K^^^ 

n 

multipliziert, niemals die (1— S')-te symbolische Potenz einer Strahleinheit 
wird.*) Dieselbe existiert. Es sei dagegen 

wo E irgend eine Strahleinheit und y eine ganze rationale Zahl sei. Dann 
muß sein 

n 

Denn wäre 
80 kann man setzen 

wo /i,/2 ganze rationale Funktionen mit ganzen rationalen Koeffizienten 
sind. Es sei nämlich 

Z=e' , 



n 

n 



80 ist ^ eine Einheit, und da**) 1, Z, Z', ... Z ' eine Basis des Kör- 

pers (Z) darstellen, so ist 

ü=4=^,(Z), 



*) Zahlbericht Satz 92, S. 275. Die dortigen Entwicklungen gelten genau ebenso 
für jedes Strahlgrundeinheitensystem. 

♦*) Zahlbericht Satz 121, S. 332. 
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WO fx eine ganze rationale Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten 
ist. Die algebraische Gleichung 

(l-#-/;(a;)(l-/) = 
ist somit für Z=x gelöst. Da aber Z der irreduziblen Gleichung*) genügt: 

1 + x' +x ' +x ' +'" + x ' =0, 
80 mxxQ sein 

(l-a,0'^-/,(a0(l-a:^) = /2(^)(l + ^ + --- + /"''"O, 

woraus obige Formel folgt. 

Da aber y>j sein soll, so wird umsomehr 



oder 



n 



H=m-^'=e^'-'\E^>)' '' 



n 



(6^''"^^ eine Einheit von K-i). 

Dies widerspricht der Konstruktion von H. Somit ist y<ij^ Wir 

wählen aber jetzt ij so groß, daß E nicht mehr die (1— S)-te symbolische 
Potenz einer Strahleinheit wird. Es sei 

Damit ist 6(^-^)0-^)'-'= 1, also t^-nci-.sov-i ^i^j^j^ einer Einheit von ^\ 
Hieraus findet man durch Weiterschließen, daß E die gewünschte Strahl- 
einheit ist, oder doch so mit einer neuen multipliziert werden kann, daß das 
Produkt alle Bedingungen erfüllt. 

2. Wir bilden jetzt den intern ♦, d. h. den Klassenstrahl, dessen 
Führer sämtliche von einander verschiedene in der Relativdiskriminante auf- 
gehende Primideale von K enthält.**) Es sei % der Führer dieses Sterns 
und wir nehmen die Einheit E von Satz 1 dieses Strahles. Dann ist sicher: 

E^A'-^^'. 



*) Zahlbericht, Satz 120, S. 331. 
**) Die Primzahl / ist im Führer stets gesondert, gemäß Abschnitt 15, Kap. III 



zu behandeln. 
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Da i? im Strahl liegt, ist A zu allen in der Relativäiskriminante 
aufgehenden Primidealen prim nach den Sätzen von Kapitel III Abschnitt 7. 

n 

und 15. Da andererseits (i4) = (SM) und (Ä) eine Strahlzahl ist, so muß 
(/l) ein Strahlideal des Körpers k sein. Wäre dasselbe Hauptstrahl in k^ 
»0 wäre 

A = II'a, 

wo H eine Strahleinheit, a eine Strahlzahl von k wäre. Hieraus folgte: 



N 

-sT 



gegen die Definition von E. Also ist (.4) nicht Hauptstrahl in k und es ist 

Dagegen ist 

a"" = (iV(i)) ^. 1 

im Strahl von k. Dabei bedeute N(A) die Relativnorm von A in bezug auf k. 

Wäre nun 

a"'^! (0 und n'<:n, 

so darf man wegen des letzten Resultats n' als Teiler von n annehmen 
und setzen n'n"=^n. Es sei n! die kleinste Potenz von /, die dieser Be- 

n!' 

dingung genügt. Nun ist wegen 7i'<n, n">I^ also -j- eine ganze Zahl. 
Somit wird 



.M «M 



wo a eine Strahlzahl von ^, fl^ eine Strahleinheit ist. Somit würde 

_n n^ 

//* eine Strahleinheit, was gegen die Definition von E ist. Somit muß 
n'^n sein und n ist die kleinste Potenz, so daß 

Somit haben wir den Satz: Existiert ein zum Körper k relativ- 
zyklischer Körper K vom Relativgrade n, so gibt es im Klasseiistrahl des 
Köipers k, dessen Führer sämtliche von eiimnder verschiedene Ftumideale der 

31* 
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Relativdisknminante von K in bezug auf k enthält^ ein Strahlideal ^ dessen 
n-te Potenz die kleinste i^t, die Haupt idealstrald in k ist.*) 

3. Es seien nun 2 relativ-zyklische Körper Ä\ und Aj vom selben 
Relativgrade n in bezug auf k gegeben. Wir bilden den Strahl, dessen 
Fuhrer alle von einander verschiedenen, in den Relativdiskriminanten beider 
Körper K^ und A'j aufgehenden Primideale enthält. Derselbe sei %. Wir 
nehmen jetzt die Strahleinheit £", von /i,, in bezug auf A*, die so beschaffen 
ist, wie sie der Satz in 1. verlangt. Es ist dann 



n 



und .4i eine Strahlzahl, (.1,) ein Strahlideal von k. Wenn aS, die Substitution 
von Äi, *S2 die von K^ ist, so muß sein 

Nun bilden wir eine zweite Einheit E^ des Körpers (/:, A',, Ag), indem 
wir lu als Relativkörper zu (/ , K^ ansehen. Dieselbe habe die Eigen- 
schaften von Ey. Es wird 



n 



A2 eine Strahlzahl, und wieder ein Strahlideal von k. Dieses Resultat wird 
ohne Muhe durch Heranziehung der relativen Strahlgrundeinheiten eingesehen. 
Wäre nun aber 

.l?i4? = «.// 

und a eine Strahlzahl von A*, //eine Strahleinheit, so wäre wegen Ai = S^Ai: 



n n 



^.^^x,(i-^'. ) = H'-'' 



? 



was unmöglich ist nach der Definition von E^, wenn nicht .r2 = 0(/) ist. 
Es kommt Überhaupt nur auf die in X2 aufgehende Potenz von / an und 
wir nehmen gleich an: 

.r2==/'; (.<r) 

also ergibt die obige Beziehung 



*) Vergl. Zahlbericht Satz 94, S. 279. 
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Nun ist aber wegen {A^=^(ß2A^ 

wo H* eine Einheit ist. Also 

^J-^' = (////*-7-^, 
woraus 

n 

E^^A'r'^'^H^*'-'^ 

gegen die Definition von E. Es muß also z = r, oder x.^ = n^ daher auch 
x^=n sein, und es gibt somit zwei von einander unabhängige Strahlklassen 
in k^ deren ;i-te Potenz erst Hauptstrahl in k wird. 

Dadurch erkennt man die Richtigkeit des Satzes: 

Satz: Gegeben ein zu einem gegebenen Körper k relativ Abel scher 
Körper K iwm Relativgrad n nnd der Gruppe G in bezug auf k , Wir bilden 
den Strahl in /;, dessen Führer \ alle in der Relativdiskrimiiuvite von K in 
bezug auf k aufgehenden^ von einander verschiedenen Frimideale von k enthalt. 
Dann gibt es in diesem Strahl n Strahlklasseft, deinen Abe Ische Gruppe 
holoedrisch isomorph ist mit der Gruppe in G. 

Bildet man im Körper K den entsprechenden Strahl, dessen Führer ^ 
olle von einander verschiedenen, in der Relativdiskriminante aufgehenden P?nm- 
ideale von K enthält, so werden alle jene n Strahlklassen von k Hauptstrahl- 
klassen in dem Strahl von K. 

Hierin liegt der Grund, warum wir den Strahl mit dem Führer fj 
den Klassenstrahl genannt haben. Der größtmögliche Klassenstrahl, zu einem 
gegebenen Führer f, heißt Stern des Führers f. 
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Neue Beweise einiger Sätze aus der Theorie 

der linearen Komplexe. 

Von Herrn St. Jolles in llalensee. 



1. In den folgenden Untersuchungen wird synthetisch, ohne die 
Theorie der vertauschbaren involutorischen Verwandtschaften zu Hilfe zu 
nehmen, der durch einen Bündel linearer Komplexe bestimmte polare Raum 
abgeleitet. Der Komplexbündel unterliegt keinerlei beschränkenden Vor- 
aussetzungen, so daß seine Komplexe eine (reelle) Regelschar IL Ordnung 
gemeinsam haben können oder nicht. Denselben polaren Raum bestimmt 
bekanntlich auch der Stammbündel des Komplexbündels, d. h. der Bündel 
linearer Komplexe, die mit allen Komplexen des Bündels in Involution 
liegen, oder wie hier gesagt wird, für die Komplexe des Bündels null- 
invariant sind. 

Den Ausgangspunkt der Darlegungen bildet der Nachweis, daß eine 
lineare Strahlenkongruenz zusammen mit zwei zugeordneten Geraden des 
von ihr bestimmten geschart involutorischen Raumes i. A. einem linearen 
Komplexe angehört. Von diesem Ausgangspunkte gelangt man sehr einfach 
zu den bekannten Sätzen über zwei für einander nullinvariante lineare 
Komplexe und über die für einander nullinvarianten Komplexe eines Büschels 
linearer Komplexe, endlich auch zu den angeführten Grundeigenschaften des 
Komplexbündels. 

2. Durch zwei zugeordnete Geraden g, cf und einen zu ihnen wind- 
schiefen Doppelstrahl / eines geschart involutorischen Raumes -S* geht i. A. 
eine aus zugeordneten Geraden von -S* bestehende involutorische Regelschar 
IL Ordnung 7?^, deren Leitschar ebenfalls aus zugeordneten Geraden von 
-S* besteht. Die involutorische Paarung von W ist, da diese Regelschar 
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den Doppelstrahl / von 2 enthält, hyperbolisch; R^ enthält folglich noch 
einen zweiten Doppelstrahl m von -S*. Nun ist durch die Gerade g und die 
Kongruenz der Doppelstrahlen von 2 ein linearer Komplex /' bestimmt, 
der die Regelschar i? in den drei Strahlen g^l^m schneidet. Zu ihm ge- 
hören somit alle Strahlen von li^^ insbesondere ^', und es ergibt sich also 
mit Rücksicht darauf, daß jede lineare Kongruenz als Kongruenz der Doppel- 
strahlen eines geschart involutorischen Raumes aufgefaßt werden kann: 

Eine lineare Strahlenkongruenz und zwei zugeordnete Geraden 
g^g' des durch die Kongruenz bestimmten geschart involutorischen 
Raumes gehören i. A. einem linearen Strahlenkomplexe an. 

Aus dieser Eigenschaft zweier zugeordneten Geraden eines geschart 
involutorischen Raumes folgt ohne weiteres der bekannte Satz: 

Die Komplexe eines Büschels linearer Komplexe werden durch 
den geschart involutorischen Raum, dessen Doppelstrahlen die Träger- 
kongruenz des Büschels bilden, in sich selbst übergeführt. 

3. Die Komplexe eines Büschels linearer Komplexe ordnen einer 
Geraden g i. A. die Strahlen einer zum Büschel projektiven Regelschar 
IL Ordnung Ä^ zu, deren Leitschar zur Trägerkongruenz des Büschels 
gehört Ferner sind die Strahlen von R^ auch paarweise einander zugeordnet 
bezüglich des durch g gehenden Komplexes r des Büschels. Die durch 
letztere Zuordnung hervorgerufene involutorische Paarung der Strahlen von 
B^ erweist sich, da g ein Doppelelement dieser Involution ist, als hyper- 
bolisch, und folglich gehört zu ihr als zweites Doppelelement noch ein 
zweiter Strahl h von 1\ Der Komplex /" des Büschels, für den g und h 
einander zugeordnet sind, ist somit für /' nullinvariant.*) Die Strahlen der 
Trägerkongruenz des Büschels sind nun die Doppelstrahlen eines geschart 
involutorischen Raumes -2', sonach geht der Komplex /' nach 2. durch den 
^r in -2* zugeordneten Strahl. Dieser Strahl muß der Regelschar B] ange- 
hören, und da B' außer g nur noch den Strahl h von F enthält, mit h 
identisch sein. — Eine durch g gehende Ebene € enthält einen Doppelstrahl 
d von -5*, folglich sind durch die für einander nullinvarianten Komplexe r 
und /'' der Ebene e bzw. die Nullpunkte (^r, d) und (ä, d) zugewiesen; sie sind, 
da g auch A in -S* zugeordnet ist, zugeordnete Punkte von -S*. Fällt g 



*) Für einander nullinvariante oder iu Involution liegende lineare Komplexe hat 
zuerst Herr F. Klein in den Math. Annalen, Bd. II, S. 201, 1870, untersucht. 
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nach einander mit je einem der in b gelegenen Strahlen je eines Komplexes 
des Büschels zusammen, so gilt demnach : 

Jeder Komplex eines Büschels ist für je einen andern Komplex 
des Büschels nullinvariant. Die hierdurch bewirkte Paarung der Kom- 
plexe des Büschels ist eine involutorische und zwar sind die Nullpunkte 
einer Ebene oder die Nullebenen eines Punktes bezüglich zweier für 
einander nullinvarianten Komplexe zugeordnete Elemente bezüglich der 
Trägerkongruenz des Büschels d. h. zugeordnete Elemente des durch 
diese bestimmten geschart involutorischen Raumes. Sind zwei lineare 
Komplexe für einander nullinvariant, so sind je zwei Strahlen des einen 
Komplexes, die durch den andern einander zugeordnet werden, auch 
durch die Schnittkongruenz beider Komplexe einander zugeordnet. 
4. Für einen Komplex r eines Bündels linearer Komplexe sind be- 
kanntlich die Komplexe eines gewissen im Bündel enthaltenen Komplex- 
büschels [Cp\ nuUiuvariant, folglich gehört zu dem Nullpunkte E einer 
Ebene e bezüglich des Komplexes r eine in b gelegene Gerade e,, deren 
Punkte die Nullpunkte von b bezüglich der Komplexe des Büschels [6V] 
sind, e^ ist ein Strahl der Trägerkongruenz Cr dieses Büschels. Da ihre 
Strahlen durch /' paarweise einander zugeordnet werden, so ist e^ dem- 
jenigen Strahle e^ von CV zugeordnet, der durch E geht. Durch einen 
beliebigen Strahl g des in b gelegenen Strahlenbüschels E geht eine be- 
stimmte Kongruenz Cg des Komplexbündels, sie ist der Träger eines Kom- 
plexbüschels [CJ, zu dem sowohl /' gehört als auch derjenige Komplex i'^ 
des Büschels [CJ, der b den Nullpunkt {g^ e^ zuweist. Nun sind e^, e^ Strahlen 
von Fg^ die durch V einander zugeordnet werden, folglich sind sie nach 3. 
auch zugeordnete Strahlen des geschart involutorischen Raumes ^^, dessen 
Doppelstrahlen die Kongruenz Cg bilden. Fällt /' nach einander mit den 
übrigen Komplexen /",/'",... des Bündels zusammen, so fallen die durch r 
bestimmten Elemente E^ e^ von b nach einander bezw. mit den Elementen 
E\ e\ — E'\ 4'---- dieses ebenen Feldes zusammen. Zwei beliebige Strahlen- 
büschel [^'],[^"J, ... von B haben aber einen Strahl .<? gemein, den Strahlen 
e^, e'^ sind somit durch i", /'" bezw. die Strahlen e^,, e^n zugeordnet, die ihnen 
auch in dem durch die Schnittkongruenz von V^ /"' bestimmten geschart 
involutorischen Räume -5], entsprechen. e\^ e'^ liegen aber in f , folglich liegen 
^jp,, €jrn in der b in -S", zugeordneten Ebene und schneiden sich in dem dem 
Punkte (^i,0 "^ ^i zugeordneten Punkte ®. Jeder Strahl ej^; wird also von 
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allen Übrigen Strahlen e^f^ e^f,^ ..^ geschnitten, sie gehen somit sämtlich durch 
einen Pankt @. Kurz: 

Die einer Ebene e durch die linearen Kongruenzen eines Bündels 
linearer Komplexe zugeordneten Ebenen gehen durch einen Punkt (S^ 
Die (S dnrch jene Kongruenzen zugeordneten Punkte liegen in e. 
Nach diesem und dem zu ihm dualen Ergebnisse ist durch einen 
Komplexbündel einer Ebene € ein Punkt (S eindeutig zugewiesen. Einem 
in € gelegenen Punkte entspricht eine durch @ gehende Ebene und um- 
gekehrt. Zwischen den Ebenen 6^€\... und den Punkten ©-,€',... des 
Raumes besteht also eine korrelativ involutorische Verwandtschaft oder: 

Die Ebenen 6,f', ... sind den Punkten (S, ®',.-- als Polarebenen 
in einem polaren Räume IP zugeordnet. 

5. Sind e^, e^ zwei Strahlen einer linearen Kongruenz C, des Komplex- 
bündels, von denen e^ in einer Ebene € liegt, während ö^ durch ihren Pol @ 
in 77^ geht, so sind nach 4. diese Strahlen durch den Komplex F des 
Bündels einander zugeordnet, der für die in C« sich schneidenden linearen 
Komplexe nullinvariant ist. Dreht sich e nm ^,, so beschreibt demnach ihr 
Pol 6 den Strahl e^ und folglich sind e^ und ^^ reziproke Polaren von IP. 
Somit ist bewiesen: 

Die Strahlen einer in einem Bündel linearer Komplexe enthaltenen 
linearen Kongruenz sind paarweise reziproke Polaren des durch den 
Bündel bestimmten polaren Raumes fP. Je zwei dieser reziproken Polaren 
sind zugleich durch denjenigen Komplex des Bündels einander zugeordnet, 
der für die in der Kongruenz sich schneidenden linearen Komplexe 
nullinvariant ist. Die linearen Kongruenzen des Bündels, die durch sie 
bestimmten geschart involutorischen Räume und die Komplexe des 
Bündels werden durch den polaren Raum fP in sich selbst übergeführt. 

6. Durch eine Gerade g geht eine lineare Kongruenz C^ des Komplex- 
bttndels nnd eine lineare Kongruenz C^ seines Stammbündels (1.). Nun 
sind nach 5. die Strahlen von Cg paarweise reziproke Polaren von IP und 
zugleich einander zugeordnet durch den Komplex F des Bündels, der für 
die durch C^ gehenden Komplexe des Bündels nnlliuvariant ist, während Cg 
ans allen Strahlen besteht, die g durch die Komplexe des Bündels zugeordnet 
werden. C^ und C^ schneiden sich daher au^er in g noch in dem g durch F 
zugeordneten Strahle h, und beide Strahlen sind reziproke Polaren von /7^ 
Weitere Strahlen haben beide Kongruenzen nicht gemein, da im Bündel für 

Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 3. 32 
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die durch C^ gehenden Komplexe nur der Komplex r nnUinvariant ist 
Eine analoge Betrachtung ergibt ^, h auch als reziproke Polaren des durch 
den StammbUndel bestimmten polaren Raumes 77'^. Dreht sich g um einen 
auf ihm gelegenen Punkt J?, so beschreibt h in beiden polaren Räumen die 
Polarebene e von J5J, folglich ergibt sich: 

Ein BUndel linearer Komplexe und sein StammbUndel bestimmen 
denselben polaren Raum FP. 
Die Punkte einer Leitgeraden einer linearen Kongruenz sind durch 
diese sich selbst zugeordnet, sonach liegen in einem BUndel linearer Kom- 
plexe die Punkte einer Leitgeraden einer in ihm enthaltenen linearen Kon- 
gruenz auf ihren Polarebenen in n\ Der polare Raum -W hat also nur 
dann eine reelle und zwar geradlinige Inzidenzfläche, wenn zum Komplex- 
bttndel hyperbolische lineare Kongruenzen gehören. Ihre Leitgeraden bilden 
die eine, die gemeinsamen Strahlen der Komplexe des Bündels die andere 
Regelschar dieser Regelfläche. Schneiden sich die Komplexe eines Bündels 
in einer Regelschar, so gehen die Komplexe seines Stammbündels durch 
deren Leitschar. 

Berlin, den 24. Juli 1904. 
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T?ine bedeutende Verbreitung haben die Lehrbücher der Mathematik von 

^^ Professor Dr. Spieker gefunden; sie werden an CtW^SI OOO 

deutfiClieil (Scbllleil benutzt. Die altgemein als vorzüglich 
anerkannte methodische Anordnung, die knappe, klare Form und die zahlreichen 

gut ausgewählten Übungsaufgaben sind die Ursachen dieses g^POfSfS" 
artig^en Erfolg^efi# wir führen folgende Ausgaben: 



1. liehrbiich der ebenen Geometrie 

mit Übungsaufgaben für höhere Lehranstalten. 
Ausgabe A. 28. Aufl. 1G2.— 171. Tausend. 
18 Bog. Mk. 2.50, geb. Mk. 3.—. 
Diese Ausgabe ist besonders für Realgymnasien 
und Oberrealschulen bestimmt; sie schließt mit den 
metrischen Relationen der Figuren am Kreise ab. 
S. liehrbneh der ebenen Geometrie 
Ausgabe A. 3ter und 4ter Kursus, Separataus- 
gabe. 6^/2 Bog. Mk. 1.20, geb. Mk. 1.60. 

3. lielirbueh der ebenen Geometrie 
mit Übungsaufgaben für höhere Lehranstalten. 
Ausgabe B für mittlere Klassen. 10. Aufl. 35. bis 
39. Tausend. 12 Bog. Mk. 1.75, geb. Mk. 2.20 

Diese Ausgabe, welche mit den metrischen 
Relationen am Dreieck abschließt, ist für Real-, 
Bürger- und Mittelschulen bestimmt. 

4. JLehrbnch derjfebenen Geometrie 
Ausgabe C. Für abgekürzte Kurse. 3. Aufl. 5. und 
6. Tausend. 13 Bog. Mk. 2.—, geb. Mk. 2.50 

Ausgabe C lehnt sich an den neuen Lehrplan 
an, bietet den Stoff der Ausgabe A in etwas ge- 
kürzter Form und wird viel von Gymnasien benutzt. 



5. liehrbneh der ebenen nnd sphä- 
rischen Trigonometrie mit Übungsauf- 
gaben für höhere Lehranstalten. 6. Aufl. 12. bis 
14. Tausend. 10 Bog. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.80. 

6. liehrbuch der Stereometrie mit 
Übungsaufgaben f. höhere Lehranstalten. 4. Aufl. 
7.— O.Tausend. 73/4Bog. Mk.l.60,geb. Mk.2.— . 

Sämtliche Ausgaben sind mit vielen in den 
Text gedruckten t iguren von großer Anschaulich- 
keit versehen. 

7. liehrbueh der Arithmetik nnd Al- 
f^ebra mit Übungsaufgaben für höhere Lehran- 
stalten. TeilL ö.Aufl. 9.— lO.Tausend. lo^/^iBog. 
Mk. 2.—, geb. Mk. 2.50, Teil IT 5. Aufl. 9.— 10. 
Tausend. 10 Bog. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.80. 

IPV^ Zur Prüfung behufs Einführung werden 
obige Bücher stets unentgeltlich abgegeben. 

8. Kurze Anleitnnf^ zum JLösen der 
Übungsaufgaben des Lehrbuchs der ebenen 
Geometrie. 3. Aufl. Mk. 1.20, kart. Mk. 1.40. 

Diese Anleitung bezieht sich auf die Ausgaben 
A, B u. C und ist so gehalten, daß sie auch Schülern 
unbedenklich in die Hand gegeben werden kann. 



Sonstige mathematische Werke: 



W« Adam, Geometrische Analysis und 
Synthesis« Sammlung von G36 planimetri- 
schen Konstruktionsaufgaben mit rein-geome- 
trischer Lösung. 2. Aufl. brosch. Mk. 4. — , geb. 
Mk. 4.40. 

Dr. O. Janisch, Aufgaben aus der 
analytischen Geometrie d. £bene, 
mit den Resultaten für höhere Schulen und 
zum Selbstunterricht. Mit 174 Fig. 200 Seiten. 
Mk.3.— , geb. Mk. 3.30. 

Dr. H.Funl&e, Die analytische u. pro- 
JektiTische Geometrie der Ebene, 
die Kegelschnitte auch nach der Methode der 
darstellenden und der elementar-synthetischen 
Geometrie mit Übungsaufgaben für höhere 



Lehranstalten und für den Selbstunterricht. 108 
Seiten. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.70. 
Wilh. Janisch, Geometrische Auf- 
gaben zur Lehre von der Proportionalität der 
Größen. (Streckenteilung, vierte und mittlere 
Proportionale, Ähnlichkeit d. Figuren. Strecken 
am Kreise, stetige Teilung). Ghi Bog. Mk. 1.50, 
geb. Mk. l.To. 

Der Verfasser hat seine Aufgabensammlung 
im unmittelbaren Anschluß an den Unterricht und 
von dem Grundsatze aus gesammelt, daß das Neue 
geübt und das schon Dagewesene dabei wiederholt 
werden müsse. Die Lösungen der Fundamental- 
aufgaben zeigen z. T. neue, infolge ihrer Einfach- 
heit höchst elegante Konstruktionen. 



Sonstige wissenschaftliche Werke: 



Professor E.Häusser, liCbend. Gram- 
matik« Schulmethode für die lebenden 
Sprachen. Separatabdruck aus der Zeitschrift 
„Der Unterricht". 35 Seiten, 80 Pf. 
Der Verf. tritt in seiner Abhandlung für eine Ver- 
schmelzung der älteren mit der jetzigen Methode in 
d.Behandlungder modernen Fremdsprachen ein und 
hat mit seinen Ausführungen vielen Beifall gefunden. 
Direktor Prof. Hermann Schütz, So- 
phokleische Studien. Krit. - exegetische 
Untersuchungen der schwierigeren Stellen in den 
Tragödien des Sophokles. 452 Seiten. Mk. 2. — . 
Der Verfasser hat in seinem Werke die Erfah- 
rungen einer zwanzigjährigen Tätigkeit niedergelegt 
u. erleichtert mit seinen Aufzeichnungen wesentlich 
das Verständnis der schwierigeren Stellen. 



Oberlehrer Dr. Fr. Jahn, Das Pro- 
blem des Komischen in seiner ge- 
schichtlichen Entwicklung. 8^/2 Bog. 
Mk.2.— , geb. Mk.3.— . 
Des Verfassers Arbeit ist eine höchst verdienst- 
volle. Sie zeichnet sich durch vorzügliche Gruppie- 
rung, reiches Quellenmaterial und zweckmäßige 
Gegenüberstellung der verschiedenen Theorien auf 
diesem Gebiete aus. 

Direktor Dr. II. Walsemaun, Metho- 
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De rintögration de röquation ju e^ sur une surface 

de Riemann ferm6e. 

Par M. E, Picard a Paris. 



Je me suis en 1893 (Journal de Math. 4''°*® s^rie, tome 9) occup^ 
de rint^gration de P^quation 

sur une surface de Riemann ferm^e, r^pondant ainsi ä une question, pos^e 
ant^rieurement par M. Schwarz^ relative ä la d^termination d'une integrale 
par des singularit^s d'une certaine nature. Le r^sultat, que j'ai ^tabli, peut 
etre ainsi formul^: 

Etant donn^e une surface de Riemann ä m feuillets, il existe une 
integrale et une seule de T^quation 

Ju — ke'' (*>") 

jouissant des propri^t^s suivantes: eile est uniforme et continue sur la sur- 
face, sauf en des points donn^s ^^^Oj, ...0„, et aux m points ä Tinfini sur 
chaque feuillet. On suppose que Ton ait dans le voisinage de 0, 

Vi 6tant continu en 0,., et i\ d^signant la distance de {x^y) ä 0,. Pour le 
point ä l'infini sur le feuillet de rang A, imaginons qu'on le ram^ne k 
distance finie par une inversion; en l'appelant alors 0\^ on aura 
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\\ ^tant continu en 0^, et r\ d^signant la distaiice du transform^ d©(^>2/) 
au point 0\. 

Les coiistantes a et ß sont donn^es, et Ton suppose que 



/^.>-2, 


(.•=1,2,...«) 


a/,>2, 


(A = l,2....n) 


«, + «2 + - + «,„ + Ä + /^2 + ••• + /':?,< 0. 





Pour d^montrer ce th^or^me, j'ai recours au proc^d^ alternd employ^ 
avec tant de succes par M. Schivarz dans ses belles ^tudes sur l'^qnation 
de Laplacej mais les conditions d'applicatioD de la m^thode sont bien diff^- 
rentes, et des difficult^s s^rieuses se pr^sentent. 

En exposant dans mon cours, pendant l'^t^ de 1900, mes recherches 
sur r^quation Ju^e""^ j'ai trouv^ que plusieurs points avaient ^t^ trop 
sommairement indiqu^s dans mon memoire de 1893 ainsi que dans une conrte 
note suppl^mentaire du Journal de Math^matiques de 1898, et que des con- 
ditions suppl^mentaires avaient ^t^ sous-entendues; de plus, un lemme fonda- 
mental sur lequel je m'appuie peut etre pr^sent^ d'une mani^re beaucoup plus 
simple et plus pr^cise. J'ai 6t^ aussi conduit ä faire diverses remarques 
qui ne sont pas sans int^ret pour la th^orie des ^quations aux d^riv^es par- 
tielles au point de vue oü je me suis plac^ dans diverses recherches, et 
qui a depuis ^t^ suivi par diff^rents g^om^tres. Ce sont ces legons que je 
me propose de faire connattre ici.*) Pour ce qui concerne les points sur 
lesquels je n^avais aucune modification ä apporter, le lecteur pourra se re- 
porter au memoire cit^ de 1893. Nous allons d'ailleurs nous borner au cas 
oü la surface de Riemann se r^duit ä un seul feuillet (i/z = l), le cas g^n^ral 
ne Präsentant apr^s celui-lk, aucune difficult^. 



I. 

1. Commenyons par pr^ciser la nature de certains points singuliers 
des inti^grales de T^quation 

(1.) z/w = ^", (on petit supposer A = l) 

qui seront les seuls que nous aurons ä consid^rer dans cette ^tnde. 

"*) J'en ai dojä indiquc la substance dans le Bulletin des Sciences Mathemati- 
<ju<»rs de M. Darhoux (Septem bre 1900). 
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En d^signant par r la distance du point (r, y) k Vorigine, et ß re- 
pr^sentant une constante, posons 

tt = ß log r + V . 

L'^quation pr^cedente devient alors 

(2.) Jv^r^.e\ 

II est facile de voir, en proc^dant par approximations successives, 
qae si 

/?>-2 

il existe des integrales de r^qaation (2.) continaes aatoar da point et 
au point lui-meme. On prend ä cet effet un contour C suffisamment petit 
aatoar de Torigine, et Ton considere les ^quations saccessives 



Jv,^^ r'^e""^-^ 



toas les V prenant ane mSme successiou de valears donnees sar le bord C. 
On ^tablit sans peine qae dans le cas ou ß est supeinenr r/ — 2, et si le con- 
toar est saffisament petit, la limite de v^ donne une integrale de (2.) pre- 
nant les valeurs donnees sar C et continae mSme ä l'origine. 

2. II est interessant de rechercher ce qae deviennent les d^rivöes 

premi^res ^ et ^ ä Torigine. On voit de saite qa'elles sont, comme v^ 

continaes ä Torigine qaand ß est sap^riear ä — 1 , mais il en est autrement 
si ß est compris entre — 1 et — 2 . 

Ponr le voir, et nons rendre compte de la forme de v et de ses 
d^riv^es premiöres aa voisinage de Torigine, prenons d'abord le cas tr^s 
simple oü le contoar G serait circalaire et oü les valears donnöes seraient 
nalles. Dans ce cas, v ne dopend qae de r, et nons avons Töqaation diff^- 
rentielle ordinaire 



dr^ r dr 



qai peat encore s'öcrire 



dr ^ dr^ 

33^ 



246 Picardy sur Vequation Ju^e"^. 



et, par suite, 

Nous nons plagons toajoars dans Thypoth^se /i>* — 2; Tint^grale du 

second membre a alors une valeur finie poar r = 0. Par suite, ratend 

vers une valeur finie ponr r = U. Je dis que cette valeur finie ne peut 
etre que zöro. Soit en effet 

dv > V 

Si ^(0) n'est pas nul, on d^duit de cette relation 

1/ = y (r,) 1 -^ 4- C (r<:r,<:ro) 

et, par suite, v serait infini pour r=0. On peut aller plus loin; on a, 
d'apr^s ce qui pr^c^de, 

7-^= /^V-^-\e''rfr-- /'V^+^e^rfr= /^r^+^^-^rfr; 



(I 



nous pouvons donc ^crire 



dv ^, r^+^ 



cluons de lä que ;,- est de la forme 



dr ß + 2^ 

v' ^tant la valeur de y pour une valeur comprise entre et r. Nous con- 

dv 
dr 

M restant fini pour r = Oj et enfin v sera de la forme 

v^^+r^^'^.M^ (r„ ^tant une constante), 

M restant fini pour r = 0. 

Ce que nous venons de trouver pour ce cas particulier est g^n^ral. 
Les approximations successives montrent que, pour toutes les Solutions trou- 

OV O V 

vöes au paragraphe pr^cödent, les d^riv^es partielles g- et ^ sont autour 
de l'origine de la forme 
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et V est de la forme 

M et i¥i restant finis pour r = 0. 

3. Noas venons de consid^rer le cas d'an point singulier k distance 
finie. On peat sapposer le point singulier ä Tinfini. II suffit de faire ane 
inversion en posant 

r , . r 1 

L'equation 

devient 

Au lieu du point ä Tinfini dans le plan (.r, y), nous avons le point zero 
dans le plan (x\y'). En posant 

r^quation pr^eödente devient 

da'*^ dl/'' •^• 

Donc, pour avoir un point singulier de la nature de ceux consid^r^s plus 
haut, il faudra que 

« — 4>-2 ou a>2. 



II. 
4. Envisageons maintenant, si eile existe, une integrale de T^qnation 

Ju = e" 

ayant comme points singuliers du type pr^c^dent n points ä distance finie 
0,,02,...0^ correspondant aux coefficients /?i,/^2? ••• /5ii(/5<>-"2), et avec 
la condition supplömentaire relative aux d^riv^es du premier ordre teile 
({u'elle est exprimee au § 2. De plus, le point ä l'infini est un point sin- 
gulier de meme nature, et il lui correspond Vexposant a envisag^ au § 3. 

II doit tout d'abord exister entre a et les ß une in^galit^ n^cessaire. 
Consid^rons, en eflfet, n petits cercles döerits autour de Oi^02^...0^ et un 



2-W I-'ictn. ^icr l'i'tfuation Ju=^e'. 

i'erde li'nii Te» ss^k. 'smn;. Portoiu notre attention aar la portion da 
nian ^xterisarz aic «Era-'erctes et int^rieare an grand cercle: de r^qnation 



mtn- .-ciuc üCeQilae ä l'aire envigag^e. Par cons^qoent, d'apr^ 

sk it^Tw« :^3Ut tintw dans le aens de la normale iot^rieQre. Or oa a, ponr 

'* = /:*, log r, 4-1/ 

ec ' <Kt ilt} Tonlrti de ri*\ II eii resalte de saite qae, dans l'in^galit^ 
Mi-«cW«uK. la part des petites circonf^rences est repr^sent^e par 

-2.-.Cy.+A + -+/:f.). 
Oll vuit aus»i fauilement qae la part de la tr^s grande circonf^rence est 

2n« 
ül l''iii <i, {Hir .tiiUn, rint'gaUte necessaire que nous voulions obtenir 

Nou» üavons d'ailleure qae c>2, ^j>-2. 



i'i. Nou« allons maintenant d^montrer qn't? ne peut y avoir deux inte- 
i/nitiM /i'iUMtnutt des proprietes indiquees. SnppoBons qu'il existe deox teile» 
iHU^grah« " vi y, et soit 

u = v+h. 

II iroat tuut d'abord pas possible qne h seit conatamment positif, car 
thi U tnUtloii 
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on conclut, en envisa^eant le m^me contoar qne plus haut, 

f fjhdxdy= f fe'' (e''- 1) dx dy>0; 
par cons^quent, 

r^galit^ 6tant exclue. 

Or 'ce r^sultat est impossible, car -r - dans le voisinage de 0, ^tant de 

Tordre de 7f»"^\ Tint^grale du premier membre relative ä chacuue des cir- 
couförences 0^ tend vers zöro, et il en est de mßme pour la grande circon- 
f^rence pour une raison analogae. Donc la difference h ne peut etre toujours 
positive. 

D^montrons en second lieu un lemme qui nons sera d'ailleurs tr^s 
utile tout ä rhenre. J'envisage un contour C contenant Torigine, et T^quation 

(E.) Jh==A(x,y).r^.((^^l), iß>-n 

oü A(x,y) est une fonction positive et continue dans C, Je dis que si une 
integrale h de cette ^quation partout continue dans C (avec la condition que 
les d^riv^es du premier ordre soient autour de Torigine de Tordre de r^"^^) 
prend sur C des valeurs comprises entre — ilf et + 3/, on aura a Vinterievr de (' 

(3.) \h\<M. 

Si le facteur 7^ ne se trouvait pas dans le second membre de T^qua- 
tion, la remarque serait imro^diate, car une integrale de T^quation n'aurait 
nulle part, dans C, ni roaximum positif, ni minimum negatif, mais ici cette 
couclusion pourrait cesser d'^tre exacte pour Torigine, et le raisonnement 
ne pourrait pas alors se terminer. Nous allons montrer d'abord que si h 
est nul sur C, il est nöcessairement nul dans C; on peut supposer que h 
est toujours de meme signe dans C (sinon on fractionnerait l'aire en plusieurs 
autres). Soit donc A > dans C; en int^grant entre C et un petit cercle /' 
ayant l'origine pour centre, on a 



ff/th.dxdy^ffA.r^.{^--l)dxdy>0 
et par suite 

f d7i ^^^"^ fd^ ^'^ ^ ^ (^galit^ exclue) , 



r c 
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fi reprösentant la normale int^rieare ä Faire. La premi^re integrale est tres 
petite, la seconde est positive oa nulle com nie chacan de ces ^l^ments: il y 
a donc contradiction. 

II r^sulte de lä qu'une integrale de E positive sur C ne pourra pas 
devenir negative ä Tint^rieur, et que si Ton a pour deux integrales h^ et hi 

K>K (sur C'), 

il en sera de m^me ä Vint^rieur. Pour achever alors la d^monstration de 
rin^galitö (3.), il suffit de consid^rer Tint^grale Aj de E prenant la valeur 
M sur C; h^ sera toujours positif dans C, mais r^galit^ 

montre que h^ — M est nögatif dans C. Or Tint^grale li prenant sur C des 
valeurs inf^rieures ä M est, d'apr^s ce que nons venons de dire, inf^rieure 
k /<i; on a, par suite, 

h < /il < 3/; 

011 d^montrerait de meme Tinegalit^ 

et tinegaUie (3.) est etablie. 

6. Arrivons maintenant k la d^monstration du th^or^me ^nonce au 
döbut du paragraphe pr^c^dent. Soit t une constante reelle quelconque 
comprise entre le maximum positif et le minimum n^gatif de A; il y aura 
n^cessairement une succession de points formant une courbe continue pour 
laquelle 

/i = f, 

En effet, h a necessairement, d'apr^s ce qui a h€ dit plus haut, son maxi- 
mum positif et son minimum n^gatif en un point singulier. Soit le maxi- 
mum en et le minimum en ()' (0 et 0' sont deux des points singuliers 
^K^(K^ ... (\ et oo). Sur tonte ligne joignant k 0' il y a au moins un 
point oü /i = 6, et par suite nous avons une courbe 

formee d'une ou plusieurs parties ferm^es. A rint^rieur d'une brauche ferm^e 
de cette courbe h sera compris entre — « et +6; mais il est clair qu'ici, 
consid^rant le plan tout entier (oü la sphöre si Ton aime mieux), il n\ a 
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pas lieu de distiDguer entre interieur et exterieiir. Par auite h sera partout 
compris entre — 6 et +^7 ce qui est ^videmment impossible paisque e peat 
€tre pris aussi petit qae Von veat; il fant donc que h soit identiqaement 
nul, et les Solutions u et v coXnddent, 



IV. 

7. II faat maintenant 6tablir Texistence de la Solution. Deux lemmes 
nous seront n^cessaires. Le premier est le plus d^licat; je l'expose d'abord 
dans le cas le plus simple. Soient deux integrales u et t^ de T^quation 
Ju^e"" Sans singularit^s dans un contour C. On suppose que sur ce con- 
tour on ait, en valeurs relatives, 

Alors, ä Vint^rieur du contour, on aura n^cessairement 

G' 6tant une constante d^pendant de G. Nous supposons maintenant de plus 
que Ton ait sur C 

nous voulons montrer qu'en un point A , Interieur ä C, on aura 

u —y <C Mq, 

q ^tant un nombre införieur ä un, d^pendant en g^n^ral de G et de la Po- 
sition de Ay mais nullement de M. 

Pour 6tablir ce r^sultat, consid^rons en posant 

u — v^h 
r^quation 

(4.) .iÄ = e'(e*-l). 

Elle peut s'^crire 

(5.) Jh = e''.e^''.h = c.h^ 0><:<><i) 

c ^tant une fonction positive sup^rieure ä e^\ Or il est imm^diat*) que 



*) Considerons en effet Tintegrale h^ de requation 

prenant la valeur un sur le bord; eile prendra au point A la valenr q plus petite que 
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poar uue ^quation lin^aire 

si Tint^grale A, positive daiis C\ est sur C au plus ögale ä M. on aura en 
Uli point A 

h<iMq\ (9<:i> 

et pour une seconde ^quation Unfaire 

Jh = c*h, ci<r'<::c) 

la valeur de q sera sup^rieure ä celle qui correspond ä la premi^re ^quation. 
II suffit d'appliquer ce rösultat ä l'^quation (5.) qui n'est que Töqua- 
tion (4.), pour en döduire qu'en A on aura 

h<:Mq, 

q ^tant uu nombre fixe inf^rieur ä l'unitö, pouvant d^pendre seulement de 
G et de la position de A , mais nuUement de M. Tel est le premier lemme 
que nous voulions ötablir. 

8. Sous cette forme, ce lemme serait trop restreint. Nous devons 
r^tendre ä des circonstances plus g^n^rales. Supposons que dans C il y ait 



Funite (c etant positif et non identiquement nul). Soit h Tintegrale prenant sur C des 
valeurs entro et M\ on a 

Or Aj M — h est positif sur C, donc a Tinterieur on a 

Pour demontrer la seconde partie, il faut considerer les deux integrales respec- 
tivos Aj et A', des equations 

jA,=cA,, Ah\=-€li\ (c'<:o 

prenant la valeur un sur le bord; on doit montrer que 

A'>A. (en Ä). 

11 sui'fit d'ecrire la relation 

eile montre que h\ — A, ne peut avoir un minimum negatif, car pour ce minimum le 
second membre serait negatif, tandis que le premier membre serait positif ou nul. 11 
eu resulte que h\ — \ est positif ä Tintorieur de C 
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un point singulier (k Forigine par exemple) de la nature de ceux que nous 
avons seulement ä consid^rer dans notre probl^me. En posant 

u = ß log r + i^ (,? > -2) 

on a r^qaation 

C'est ä cette ^quation que nous voulons ^tendre le lemme ^tabli an 
paragraphe pr^c^dent pour^ ?* = (?". 

Nous considerons donc poar l'^quatioii que nous ^crivons maintenant 

deux integrales u et v partout continues k l'int^rieur de C, ayant un point 
singulier k l'origine du type connu et satisfaisant aux diverses in^galites 
öcrites au d^but du § 7. On a, en posant toujours 

Tra^ons autour de Torigine un petit contour /'. En tout point in- 
t^rieur k C et par consöquent sur /' (d'apr^s le § 5), h sera inf^rieur k M. 
Or r^quation pr^cödente peut s'öcrire 

Jh = 7^.e\e''./i. ^ 

Donc, en un point A int^rieur k C, on aura 

q etant une constante införieure k Tunit^, pouvant seulement d^pendre de G^ 
mais pas de M. 

Au lieu de T^quation Jxi^i^.e''^ on peut envisager d'une mani^re 
plus g^n^rale T^quation 

ri,r2j«-«'n dösignant les distances du point {x^y) k Oi,...0„, et le lemme 
garde le meme enonce. 

9. Fassons au second lemme qui est immödiat. Soit l'^quation 

34* 
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cercle d'iiii tr^s grand rayon. Portons notre attention sur la portion du 
plan ext^rieure aux petits cercles et Interieure au grand cercle; de F^quation 

on tire 

f/ J u dx dy = ff e^ dx dy>0, 

rintegrale double 6tant ^tendue ä l'aire envisag^e. Par cons^quent, d'apr^s 
la formule de Green^ 

la d^riv^e 6tant prise dans le sens de la normale int^rieure. Or on a, pour 
le voisinage de Oj, 

u = ß, log i\ + V 

et *." est de Tordre de r{'^\ II en resulte de suite que, dans rin^galit^ 
pr^c^dente, la part des petites circonf^rences est repr^sent^e par 

On voit auösi facilement que la part de la tres grande circonf^rence est 

et ton (U par suite, tinegalite necessaire que nou^ vouUons obtenir 
Nous savons d'ailleurs que a>>2, /?;>-- 2. 



III. 

5. Nous allons maintenant d^montrer qu'i7 ne peut y avoir deux inte- 
grales jouissant des proprietes indiquees. Supposons qu'il existe deux telles 
integrales u et v, et soit 

u = v-\'h. 

II n'est tout d'abord pas possible que h soit constamment positif, car 
de la relation 
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Ui prend sur C les valeurs 

//- ß, log r, ß, log r„. 

Si H est assez petit en valear relative, en d^signant par 

Pl 1 P2 1 • • • P» ? 

les fonctions harmoniques continaes dans C et prenant sur C les valeurs 

logri, logr2,...log7„, 

on pourra ^crire d'apr^s le second lemme 

la foDction tj 6tant positive et moindre qu'un nombre donu^ ä Tavance a. 
On sait que Ton a 



0[ ^tant le conjugu^ de 0^ par rapport ä C, et ai d^signant la distance OOi. 
Nous avoDS donc 

?r, = //+ /A log r, + ••• + /?« log ?•«-/?,?, ßn9n-r^. 

Sur C, ?^i preud certaines valeurs. Nous envisageous la fonction t\ 
satisfaisant ä 

continue en dehors de C\ sauf ä riufini, oü eile a la singularit^ correspon- 
dant au nombre a. En posant 

^1 = -« log?M- 'u 
nous avons 

Sur C\ V^ prend la valeur de Fexpression 
^+/^ilogri + - + /^Jogr^ + alogr-/ii(>i ßnQn-Vi 

qui peut s'^crire 
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Traiisformon» cette expression en nous servant des considerations 
g^ometriques suivantes. Soit le quotient 

En M 8ur le cercle C de rayon Ä, ce quotient est ^gal a l'unite. 
L'expression 

(6-) log^5 



(l V 



est donc nulle pour tout point M du cercle C Soit 7^'==/? — J le rayon 
du cercle C et un point M' sur C^ il est tres facile de voir que Texpression 
(6.) prise pour le point M* peut se d^velopper en s^rie ordonn^e suivant 

les puissances de ^, les coefficients 6tant eux-memes des s^ries en ^ et 

döpendant naturellement de la position du point 3/' sur C. Ce döveloppement 

converge pour ^ et ^ suffisamraent petits; il commence par un terme en 

^ , et de plus le coefficient de ir qui est une serie en yr a comme premier 
terme — 1. Soit donc en J/' 



1' 


"^V; ^ -^ -^-Vä-t -./;-. - 


On a, d'aatre part, 






1 ^' ^ ^.^^ A. 


DoDc, ou aara 






^«s«;/.--^°gÄ+'*'5' 



Ä, 6tant une s^rie en p et ^ (jui ne renferme pas de terme constant 

Ceci pos6, nous pouvons donner ä la valeur de V^ sur C la forme 
suivante 

i^ + (/?i + ••• + /?«) log ^'+«logr+|-S/i,A,-i/. 
Donc, d'apr^s le second leroroe, la valeur de V^ sur G sera 

/7+ {ß, + -. + /:?,) log ^ + « log /e'+ v'^ri\ 
Tj ^tant une fonction positive tr^s petite, si // a ii^ pris assez petit en valeur 
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relative, et v* d^signant une fonction harmonique röguli^re h rext^rieur de 
(/', et prenant sur C la valeur 

(7.) ^:s-/?,Ä,-v 

Enfin sur C, i\ aura la valeur 

//+(« + A + - + ßn) log -- + v'- ri. 

Or v' est de l'ordre de grandeur de Texpreäsion (7.). Doiie, si j^ 

est saffisamment petit (ß ^tant une quantit^ finie quelconqae), et si // a ^t^ 
pris assez petit en valeur relative, ou peut affirmer que le signe de 

(a + A + -+Ä)log|-+r'-r/ 

est le 8igne plus^ ä cause de Tin^galit^ 

car le terrae en ^ a pour coefficient 

Nous arrivons donc ä Timportante couclusion que v, sur C est 

superieur ä //, c'est-ä-dire ä la valeur de u^ sur cette mfeme courbe. 0« 

se sert des valeurs de t\ sur (' pour former une fonction u^ prenant les 
raemes valeurs sur C, satisfaisant ä Töquation 

et ayant les singularit^s Oi,02,...0^. De 1/3 on passe k une fonction r^; 
or, puisque 

il en rösulte que 

i\>i\ (sur (/') 
et par suite 



Or on se sert de 1^2 pour former 7^3, toujonrs d'apr^s le mgme 
m^canisrae; on aura donc 

^h>U2 (sur C). 
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Leg Ui comme les i\ vont donc toujoars en croissant, et le premier 
lemme pent Stre appliqu^ soos la forme que nous lui avons donn^e plus 
haut (§ 8), car si Ton pose 

Ui = ßi log f\ + • • + ßn log r, + U,, 
on anra ponr U^ T^quation diffi^rentielle 

Les Ui restant sur C sap^rienrs ä nn nombre fixe, il en sera ^vi- 
demment de meme des Ui sur C. II est clair, d'antre part, qae Ton anra 

Tontes les conditions dn lemme premier sont donc v^rifi^es et la 
d^monstration s'ach^ve imm^iatement 
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Über den Eisensteinschen Satz von dem Charakter 
der Koeffizienten der Reihenentwicklungen 

algebraischer Funktionen. 

Von Herrn Leo Koenigsherger in Heidelberg. 



Uhne auf eine Besprechung der Einzelheiten der von Eisenstein in 
den Monateberichten der Berliner Akademie vom Jahre 1852 nur flüchtig 
angedeuteten Sätze und der sich an diese anschließenden Bemerkungen von 
Heine und Hermite näher einzugehen, sollen hier diejenigen allgemeinen 
fnnktionentheoretischen Sätze kurz entwickelt werden, von denen die Resultate 
der bezeichneten Arbeiten nur ganz spezielle Fälle bilden. 

Ist eine Funktion y von x durch die Gleichung definiert 

deren Koeffizienten in der Umgebung eines Wertes a: = | den Charakter 
ganzer Funktionen haben mögen, so wird sich dieselbe in der Form 

[f{x,y)^{a,, +a, (x^^) + a, (.r-iy + ...)3/" 

(2.) ^ + 

+ 0?o+n, (.r- + ^^2(^-0' + •••) = 

darstellen lassen, und es werden die dem Werte x — ^ zugehörigen Werte 
von y durch die Gleichung bestimmt sein 

(3.) «02/" + 6uy""'+ ••• + m^y + n,,^Q. 
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Wird zanächst eine einfache und endliche Lösung der Gleichung (3.) 
mit if bezeichnet, ist also 

von Null verschieden, so wird sich y in der Umgebung von .r = f in eine 
Potenzreihe von der Form entwickeln lassen 

deren Koeffizienten aus den Gleichungen 

CO (S), + 2 C,A 0/). + (i;0, „0/% + dp, ,(y%- 

usw. bestimmt werden, und es wird sich nunmehr darum handeln, die Eigen- 
schaft der Werte dieser Koeffizienten in Beziehung zu den Koeffizienten der 
Gleichung (2.) zu ermitteln. 

Nach einem früher*) von mir entwickelten Gesetze ergeben sich die 
Ableitungen der Funktion // der Gleichung (1.) aus der Relation 



(8.) 






in welcher die Differentialqaotieuten in bekannter symbolischer Weise aof- 
zafassen and die Koeffizienten durch den Aasdrack bestimmt sind 

(9.) ^ ^' 1 



Da sich aus den Gleichungen (6.) und (7.), wie unmittelbar aus (2.) 
zu ersehen, 

*) „Über das Bildungsgesetz der höheren Differentiale einer Funktion von Funk- 
tionen", Mathematische Annalen Bd. 27. 
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als ganze und ganzzahlige Funktionen von 1,/; und den Koeffizienten der 
Gleichung (2.) ergeben, so wird es, um die Allgemeingültigkeit dieser Eigen- 
schaft zu erweisen, nur nötig sein zu zeigen, daß, wenn für 

(10.) (10 -=>' 

die GröBen 

(11.) ;,(y%-^a„ ^,U.'A=^'.,... (7l^^!(/''-0i=<V. 

ganze und ganzzahlige Funktionen von |, rj und den Koeffizienten der 
Gleichung (2.) sind, diese Eigenschaft auch fUr den Ausdruck 

erhalten bleibt. 

Nan geht aber aus (8.), (9.), (10.) und (11.) hervor, daß 

( _ i'^z! rt/en, _ V l u^fy+Pfo)"^::^"-"-^^::^] 



2.) 



(1—1 .< 



X;jn,+«.+...+»^_i-2 G'^^Gl^.. G]Q_r^ 









^ 2! ö^'»i-2Öv"'+-~+"p-i-^"^ ^^ J 



X ;f'»>+"'+-+''^-i-- 6> Gl' . . . 6'je_-i 

ist, ferner ist ersichtlich, dafi der Exponent /ii + /*2+- + ^'p-i — 2 von ;f eine 
positive ganze Zahl ist, die auch Null sein kann, und daß wegen 



r*Jn,! ... Wj-i! 1.2 ...(n, — /i) 1.2.3 ... (n, + w, -f- ••• + w^_i + ii) 



'^ 19 u y 



— »3_...- np__j .^ 



die rechte Seite der Gleichung (12.) wieder nur ganze und ganzzahlige 

35* 
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Funktionen der Koeffizienten der Gleichung (2.) einschließen wird, sodafi 
sich unmittelbar das nachfolgende Theorem ergibt: 

We?ui die Koeffizienten einer in y algebraischen (rleichung /'(a-,y)=:0 
in der Umgebung eines Wertes x='§ den Charakter von ganzen Fnnktioiunt 
haben, und es ist für einen dem § zugehörigen endlichen Wert rj von y 

^ ^y h.n 
von Null verschieden, also /y eine einfache Lösung der Gleichung 

SO ist y in der Umgebung von .r = 5 in eine Potenzreihe von der Form 

3/= '/ + ^'i—^ + ^'2-~i— + ••• + ^k' ^2.-1 -+ ••• 

entwickelbar, worin x, Gi, G2, ... ganze und ganz zahl ige Funktionen von §, // 
U7id den Koeffizienten jener Reihen sind, welche in f{x, y) die Koeffizienten 
der einzelnen y-Potenzen darstellen. 

Welche Form man hiernach dem von Eisenstein für algebraische 
Funktionen mit rationalen Zahlenkoeffizienten ausgesprochenen Satze za 
geben hat, ist unmittelbar ersichtlich. 

Ist dagegen 
(13.) (-^^^"'•^^-) -0, 

SO mögen zunächst die in der Umgebung von a = | eindeutigen und mehr- 
deutigen Zweige der Funktion auseinandergehalten werden, welche in diesem 
Punkte den gemeinsamen Wert 17 annehmen. 

Nehmen wir an, daß ri nur eine doppelte Lösung der Gleichung (3.) 
ist, also 

(14.) /•0.-,Z/).„ = O, (|p,,,= 0, (£0,^+0, 

SO wird die Gleichung (6.) unter der Voraussetzung, daß der entsprechende 
Zweig der Funktion um x = ^ herum eindeutig ist, und die Ableitungen von 
y somit für x = ^ sämtlich endlich sind. 
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ergeben, und die dem Wertepaare x = S^y^i] zugehörigen Werte von y' nach 
(7.) die Lösungen der quadratischen Gleichung sein 



(15.) 



(fO +2(Ä) O/O-^+d'O 0/')HO, 



deren Koeffizienten ganze und ganzzahlige Funktionen von ^, tj und den 
Koeffizienten der Gleichung (2.) sind. Unter der Annahme, daß die Lösungen 
dieser quadratischen Gleichung verschieden sind und eine derselben mit //i 
bezeichnet wird, ergibt sich aus der für p = 3 aus (8.) hervorgehenden 
Beziehung 



(16.) 



f^Y.o öY .,o d'f .,, öY ,, 






=0, 



wenn 
(17.) 






gesetzt wird, wie aos den darch die Differentiation hinzotreteuden Zablen- 
faktoren ersichtlich, 

als ganze und ganzzahlige Funktion von £, /;,^i und der Koeffizienten der 
Gleichung (2.), 

Da nun ferner aus (8.) 



(19.) 



1^ + 4 ''f 



öY 



öY 



ÖY ...4 



-4- er ^'^ -^2 ^'^ ,/4-^'''«"V 

j. 4 T- ^ J. -^ ,/ > ,i"'4. q ^ «"»J. ^-^ ü«v 

^^^dxdv^du^y }y ^°dv'y +0«^ 



= 



folgt, so ist wieder unmittelbar ersichtlich, daß 
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(20.) 



-^l[(äZX.+2GS^)._,,+©),.,;]^i(."). 






eine ganze und ganzzahlige Funktion der Größen ^, /;, //i und der Koeffi- 
zienten der Gleichung (2.) ist, und somit, genau wie oben, wenn 



(21.) 



il(y"X==i/., 3^/')«=^^' 



'^(2/^'0j=^o... 



gesetzt wird, //if^i)--«^^) ••• ganze und ganzzahlige Funktionen eben jener 
Größen. 

Für die durch die Gleichuny (2,) definierte Funktion y von x, welche 
für ;i* = ^ den Wert rj annimmt und sich in der Umgebung von x = ^ durch 
eine Potenzreihe darstellen hißt, wird, wenn ?y nur eine doppelte Lösung der 
Gleichung (3.) ist, die l^ntwicklung von ij sich in der Form darstellen 



(22.) 



y= 



'/ + »;.(^^-$)+sr/^^'+^,^-'~^^' 



X, %• 



. (*— i)* , . (-p— ?)" , 



X 



worin tj^ eine der heulen als verschieden vorausgesetzten Lösungen der (pui- 
dratischen Gleichung (15.) ist, deren Koeffizienten ganz und ganzzahlig aus 
§, fj und den Koeffizienten der Gleichung (2.) zusammengesetzt sijidj ;f, durch 
den Ausdruck (17.) definiert ist, und ^n 5^2? 5^3? ••• gcinze und ganzzahlige 
Funktionen eben jener Größen und von /y, sind. 

Hat die quadn ische Gleichung (15.) jedoch gleiche Lösungen, ist 
also auch 



(23.) 



80 wird vermöge (16.) auch 



«.'? 



(2*0 (0) +Kall)..> + B(älÄ.X .J+C.'iÄ.."'^''. 



dy'^i. 



«^r^i.v 
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nnd es wird sich (y")^ nach (19.) als Lösung der quadratischen Gleichung 

(0), ,CV)I + 2 [(^'^X^^ 2 (^x^,. + (fx ,^ih")^ 

ergeben, deren Koeffizienten ganz und ganzzahlig aus ^^^^Vi ^"d d^n 
Koeffizienten der Gleichung (3.) zusammengesetzt sind, nnd von der wir 
eine Lösung mit ?;2 bezeichnen wollen. 

Da aber in der aus (8.) sich ergebenden Beziehung 



(26.) 



4. lOr-^ + 3 ^*f v'A- 3 -^ V*4- ^( tP') v" 



+ 5(ö!-I +Sy')^"+ io|;^yv"+ ^f^Q, 






wenn in ihr x = |, «/=}; gesetzt wird, der Voraussetzung nach die Koeffi- 
zienten von (t/'^){, (y^'){ verschwinden, so werden sich, wenn der unter der 
Annahme, daß 172 eine einfache Lösung der Gleichung (25.) ist, von Null 
verschiedene Ausdruck 



gesetzt wird, wiederum aus (26.) und den weiteren aus (8.) abgeleiteten 
Gleichungen 



21^—5. 



als ganze und ganzzahlige Funktionen von £,^/, ^1,^/2 and der Koeffizienten 
der Gleichung (2.) ergeben. 

Besitzt also die Gleichung (3.) die Lösung ij 7iur zweifach^ sind fernei' 
die beiden Lösungen rj^ de?' Gleichung (15.) einander gleich^ die beiden Lösungen 
ri2 der Gleichung (25.) aber verschieden, so wird sich die Entwicklung dei* in 
der Umgebung von x = § eindeutigen FunJction y in der Fo)*^)n darstellest lassen 
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?6•o^?^ X2 durch den Ausdruck (27.) bestimmt üt, f]^ ?/j, i]^ Losungen von 
Gleichungen sind, deren Koeffizienten ganz und ganzzahlig resp. aus | und 
den Koeffizienten der Gleichung (2.), aus diesen Koeffizienten^ ^ und tj. end- 
lich aus diesen Koeffizienten^ §, ?/ urul i/j zusammengesetzt sind, wcihrend A3, 
A4, ... ganze und ganzzahlige Funktionen von §,ri,Tj^,T]2 ^^^d den Koeffizienten 
der Gleichung (2.) sind. 

Ist 7/2 jedoch eine doppelte Lösung der Gleichung (25.), so wird die 
Gleichung (26.) die Beziehung ergeben 

und erst die aus (8.) fttr p = 6 hergeleitete Gleichung wird Qf"% als Lösung 
einer Gleichung zweiten Grades liefern, deren Koeffizienten ganz und 
ganzzahlig aus ^', 97, i/i, 172 und den Koeffizienten der Gleichung (2.) zu- 
sammengesetzt sind, während sich die Darstellung der Potenzreihe f&r y 
genau analog den früheren Formeln ergibt. 

Entsprechend gestalten sich, wie unmittelbar ersichtlich, die Resultate, 
wenn die GröDe rj eine mehr als doppelte Lösung der Gleichung (3.) ist, 
und es werden sich somit für den Fall der Eindeutigkeit der Funktion y, 
tvelche in der Umgebung von ;r = § durch die Gleichung (2.) definiert ist, für 
jeden der Zweige Entwicklungen von der Form ergeben 

+ ^C-^-v+//- + i - X — -+Yf+^ X' """ + ■' 

worin t] die Lösung einer ganz und ganzzahliff aus den Koeffizienten der 
Gleichung (2.) zusammeiigesetzten Gleichung, >/, die Lösung einer aus diesen 
lind ij] Tjj die Lösung einer aus diesen, r/ und //,; usw. ganz und ganzzahlig 
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zusammengesetzten Gleichung^ endlich y^+i, ^^^29 "• ff(^^^ ^^^d ganzzahlig aus 
allen diesen Großen zusammengesetzt sind. 

Entsprechen dem Werte x=^ unendlich groDe Werte von y, ist also 
mindestens der erste Koeffizient der Gleichung (8.) gleich Null, so wird, 

wenn y = — gesetzt wird, das entwickelte Theorem für z als Funktion von x 

gelten, und z durch eine Gleichung von demselben Grade mit denselben 
Koeffizienten definiert sein, so daß z in der Umgebung von x = ^ eine Ent- 
wicklung der oben bezeichneten Form 

besitzt, und sich danach fUr y im allgemeinen die Entwicklung nach steigenden 
Potenzen von x — § mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen dieser 
Größen aus der Form 



j,=j;(..-9-{i + ?i±i(-|',y(.-j) + ...+?^i;.(x-fy 



— * 



+ 



y^+1 (a;-|>"+i-» _^ y^^^ (a^-^y^^-^ , 1"^ 






ableiten läßt. 

Wenn endlich die Gleichung (3.) ;eine mehrfache Lösung 7/ besitzt, 
und das zugehörige y im Punkte x=^§ einen r- fachen Verzweigungspunkt 
hat, so wird die Gleichung (2.) durch die Substitution 

(x^sy=^t 

in die Gleichung desselben Grades m und mit denselben Koeffizienten 

übergehen, und die um ^ = herum eindeutige Entwicklung nach dem oben 
ausgesprochenen Theorem die Form annehmen 

sodaß die Entwicklung der r im Punkte a;=| einen Zyklus von r Elem£nten 
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bildenden Funktionalwerte die Gestalt hat 



i/-='-/+^;(.^-.^)'+|'!(^-i)'+- + ^f(x-§-/ 



^h /.». t\r I I ^? /'/« 'c\r 



Q 

+ 7C + 1 ^. +?'p+2 ;(^^ra +••• 

und die Koeffizienten derselben wieder in der oben angegebenen Weise aus den 
Koeffizienten der Gleichung (2.) zusammengesetzt sind. 
Ist z. ß. die Gleichung gegeben 

+ (-16 + 4a; + 38a:'-4.r'-18a:*-4a;')y 

+ (b + 2x-'l8x'-bx'+12x'+lx'+a'')=0, 

die für x-^O die Lösung r]=b einfach und die Lösung ry=l dreifach besitzt, 
so wird zunächst für .r=0, ?? = 5 

(fO =^ = 64 
und somit die Entwicklung des zugehörigen Zweiges die Form haben 

worin 6ri, (ja, Ö3, ... ganze Zahlen und zwar 

ö, = 2.64, 02 = 48. 64^... 
sind, sodaß sich 

y.= b + 2x+lx^+^^^x'+^^> = S + X+--l^^ 

ergibt. 

Für x = 0^r] = l erhält man 

(1-0 =(fO -(fO =(//■) -(1^) =0, 

sodaß die Gleichung 

für y'= Tji den Wert 2 einfach and den Wert doppelt liefert. 
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Für j;=l, j;, = 2 folgt aus 

+«[(äl^,)„..+^(Ä."<)...''']- 

da 

(S)„. =0, {/M.r^' (äl"U„=-6o, 

daß ;fi = — 32 wird, und man erhält wie oben 

Geht man aber von der dreifachen Wurzel ^ = 1 und der doppelten 
Wurzel ry, = aus, so wird die Gleichung (26.) die in (y"% quadratische 
Gleichung liefern 

3 
und somit für tjz die beiden Werte — 1 und — ^ ; im ersteren Falle folgt aus 

der für (>=6 aus (8.) abgeleiteten Formel 

'.=2'>[(Ä,+ 8(,fp,„,„+3(,-^X, ,; +(|;0.„.!] 



+Him,.Ml'AA>' 



der Wert ;?3 = — 240 und für die Entwicklung dieses Zweiges 
Während der letzte die Form hat 



3G* 
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Zur synthetischen Theorie 
der Raumkurven III. Grades k^ und der Kongruenz C\ 
ihrer Schmiegungsstrahlen. Kubische Eaumkurven 
und biquadratische Regelfiächen, die bezüglich ¥ 

autokonjugiert sind. 

Von Herrn Stanülaus Jolles in Berlin. 



1. Bekanntlich bestimmt eine Raumkurve III. Grades 1^ einen Null- 
raum -Z, in welchem den Punkten von h? ihre Schmiegungsebenen al8 
Nullebenen zugeordnet sind. In 2 entspricht jeder Unisekante und jeder 
eigentlichen und uneigentlichen Bisekante von 1c^ eine in einer Schmiegungs- 
ebene bezw. in zwei reellen oder konjugiert imaginären Schmiegungsebeuen 
gelegene Gerade, welche Uniplanare bezw. eigentliche oder uneigentliche 
Biplanare von F genannt werden möge.*) Ist nun P der Nullpunkt einer 
Ebene ti im NuUraume -2", so fällt nach Cremona die harmonische Polare 
von P bezüglich des Schnittpunktdreiecks von n und P zusammen mit der 
in n gelegenen Biplanare von h?.**) Ferner zeigte Cremona und fast gleich- 
zeitig Joachivisthal, daß eine eigentliche Bisekante nur mit einer uneigent- 
lichen Biplanare von li^ Inzident sein kann.***) Cremona und Joachiinsthal 

*) Diese Bezeichnungsweise gestattet sehr leicht in der projektiven Geometrie der 
Raumkurven und Ebenengewinde die dualen Beziehungen auszusprechen. Den Trisekaoten 
gewisser Raumkurven stehen z. B. die Triplanaren der zu ihnen korrelativen Ebenen- 
gewinde gegenüber usf. 

**) Cremona^ Sülle linee del terz' ordine a doppia curvatura. Annali di Mate- 
matica, 1. Serie, 2 (1859), S. 21. 

***) Ch^emona^ Sülle linee del terz' ordine a doppia curvatura. Ännali di Mate- 
matica, 1. Serie, 1 (1858), S. 167. 

Joachimsthal, dieses Journal Bd. 56 (1859), S. 45. 
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benatzen analytische Hilfsmittel; synthetisch wurde jener Satz aus der Theorie 
der Raumkurven III. Grades zuerst von Schröter*) dieser von Herrn Beye**) 
bewiesen. Doch sind meines Erachtens Schrötern Darlegungen nur völlig 
einwandfrei, wenn n mit k^ drei reelle Punkte gemein hat. Für beide Sätze 
werden im folgenden einfache synthetische sich aus den Grundeigenschaften 
von /i^ organisch aufbauende Beweise entwickelt. Hierbei erweist sich der 
zweite Crevuma^che Satz ohne weiteres als eine Folgerung eines von 
V. Staudt gefundenen Satzes Über konjugierte Ebenen bezüglich einer Raum- 
kurve IIL Grades.***) 

Diese Entwicklungen eröflFuen den Zugang zu einer projektiven Be- 
handlung der von den Schmiegungsstrahlen der Raumkurve III. Grades 
gebildeten Strahlenkongruenz III. Grades Cl. Unter anderem ergeben sich 
die Strahlen von C\ als Regelstrahlen von oo^ Regelscharen IV. Ordnung mit 
dreifachen Punkten und dreifach berührenden Ebenen. Letztere gehen durch je 
eine Biplanare, erstere liegen auf je einer Bisekante von 1^. Jede dieser Regel- 
scharen ist perspektiv zu P und je einer zweiten kubischen Raumkurve Äf,, 
deren Punkte bezüglich k^ paarweise konjugiert sind. Diese Kurven mögen 
deshalb autokonjugiert bezüglich k^ genannt werden. 1^ ist umgekehrt auch 
autokonjugiert bezüglich Ao. (Ist überhaupt eine kubische Raumkurve c'^ auto- 
konjugiert bezüglich einer kubischen Raumkurve c^, so ist (? auch auto- 
konjQgiert bezüglich c'\) Die zu J^ und /:?, Perspektive Regelschar IV. Ord- 
nung ist autokonjugiert bezüglich dieser Raumkurven, wie auch bezüglich 
der sich ihnen anschmiegenden Ebenengewinde. Mit Rücksicht hierauf heißt 
sie autokoujugiert bezüglich der Raumkurven III. Grades 1^ und Ä:f,. 

2. Den Punkten und Ebenen eines Schmiegungsstrahles Q einer Raum- 
kurve IIL Grades 1^ sind bezüglich k^ die Punkte und Ebenen eines 
Schmiegungsstrahles a' von 1c^ konjugiert!) Die Verbindungsgeraden kon- 
jugierter Punkte von q, q' sind Bisekanten, die Schnittgeraden konjugierter 
Ebenen Biplanaren von ^^. In einer durch Q gehenden Ebene n liegt sonach 



*) Schrötei\ Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung und der Raumkurven dritter 
Ordnung. Leipzig 1880, S. 288. 

**) Reyey Die Geometrie der Lage. 2. Abteilung, 2. Auflage, Hannover 1880, S. 101. 
***) V. Sfaudt^ Beiträge zur Geometrie der Lage. Drittes Heft, Nürnberg 1860, 
S. 322, N. 499. 

f) Cremona^ Memoire de geomotrie pure sur les cubiqnes ganches, Nonvelles 
Annales de Mathematiques. 2. Serie, 1 (1862), S. 297. 
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eine Bisekante a und eine Biplanare t von ^\ die sich auf q' schneiden, und 
dieses Ergebnis läßt sich folgendermaßen aussprechen: 

Sind ein Schmiegungsstrahl a und eine Bisekante a einer Ranm- 
kurve IIL Grades k^ mit einer Ebene n Inzident und gehen sie nicht 
durch denselben Punkt von ^^, so wird die Bisekante a von q und der mit ti 
inzidenten Biplanare t von k^ in konjugierten Punkten bezüglich der 
Raumkurve geschnitten. 

8. Drei reelle Schnittpunkte A, B, C von Ic^ mit einer Ebene ti be- 
stimmen drei bezw. durch A,ßj(' gehende in n gelegene Schmiegungs- 
strahlen a, b, c. Sie schneiden die den Eckpunkten des Dreiecks ABC 
bezw. gegenüberliegenden Seiten a.bjC in drei Punkten Sl,S3,S, denen 
bezuglich k^ bezw. die Punkte 31', 33', fö' konjugiert sind. 3(, 81'. 33, 3V_ev, C>' 
sind als Paare konjugierter Punkte je durch ein Paar Eckpunkte des 
Dreiecks ABC harmonisch getrennt, und da sich bekanntlich a,6,c in dem 
n durch k^ zugewiesenen Nullpunkte P treffen, so liegen 3(', 33', (>' auf der 
harmonischen Polare p von P bezüglich des Dreiecks ABC. Diese ist 
somit nach 2. identisch mit der in n gelegenen Biplanare t von l^. 

Wird auf a der durch die Punkte ^4,31 von P harmonisch getrennte 
Punkt Q, und dann der von .4, Q durch 3( harmonisch getrennte Punkt 2 
bestimmt, so liegt bekanntlich T auf der harmonischen Polare p von P 
bezüglich des Dreiecks .4 i^(\ Die harmonische Polare jt) von P bezüglich 
des Dreiecks ABC wird somit auch erhalten als Verbindungsgerade des % 
bezüglich k^ konjugierten Punktes 31' mit dem soeben ermittelten Punkte T. 
Diese Konstruktion von p ist unabhängig davon, ob die von 1^ auf a her- 
vorgerufene Involution konjugierter Punkte hyperbolisch oder elliptisch ist. 
Sie liefert also auch die harmonische Polare p^ wenn 5, C konjugiert imaginär 
sind, nur fragt sich, ob dann p ebenfalls mit der in n gelegenen Biplanare t 
von k^ zusammenfällt« Daß p auch dann mit t identisch ist, wird in der 
folgenden Untersuchung dargetan. 

4. Beschreibt n den Ebenenbüschel [a] um den Schmiegungsstrahl q, 
so durchlaufen die Bisekante a und die Biplanare t bezw. zu [a] Perspektive 
Regelscharen II. Ordnung. Die mit n je in einer Ebene gelegenen Strahlen 
a. t schneiden demnach den Schmiegungsstrahl a in homologen Punkten 3(, X 
zweier projektiven Punktreihen [31,...], [S^, ...]? ^"^ Aie^e Punktreihen 
wiederum sind projektiv zu der auf a vom Nullpunkte P von n beschriebenen 
Punktreihe [P, . . .] . 
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So lange die Schnittpunkte B^ C von n mit F reell sind, fällt t mit 
der harmonischen Polare p von F bezüglich des Dreiecks ABC^ sowie % mit 
einem Pankte T zusammen, der nach 3. ermittelt wird, indem man zu- 
nächst den durch die Punkte /l,Sl von P harmonisch getrennten Punkt (^ 
aufsucht und dann T als den durch A^ Q von ^K harmonisch getrennten 
Punkt bestimmt. Durchlaufen nun die Punkte ^}i und F auf a als homo- 
loge Punkte die projektiven Punktreihen [31,...] und [P, ...], so durchläuft 
der durch die Punkte Ay 31 von F harmonisch getrennte Punkt Q die zu 
jenen Punktreihen projektive Punktreihe [Q, ...], und der durch die Punkte 
AjQ von 9( harmonisch getrennte Punkt 2' die zu ihnen projektive Punkt- 
reihe [T, ...]. Zur Punktreihe [31,...] war nun auch die Punktreihe [S, ...] 
projektiv, folglich sind die Punktreihen [2\ ...], [2^, ...] zu einander projektiv. 
Homologe Punkte beider projektiven Punktreihen fallen, wie am Anfange 
dieses Abschnittes hervorgehoben wurde, zusammen, solange n die Raum- 
kurve in drei reellen Punkten schneidet. Somit haben beide projektive 
Punktreihen mehr als zwei Punkte und folglich alle ihre Punkte entsprechend 
gemein, und die in einer Ebene n gelegenen Punkte 2\ SC sind also auch 
identisch, wenn n die Raumkurve F in einem reellen Punkte A und zwei 
konjugiert imaginären Punkten Bj C schneidet Nun war die Verbindungs- 
gerade von 2' mit dem 3( bezüglich P konjugierten Punkte 31' die har- 
monische Polare des Nullpunktes F von n bezüglich des Dreiecks ABC, 
gleichgültig, ob die Eckpunkte B^ C reell oder konjugiert imaginär sind, 
folglich gilt: 

Schneidet eine Ebene n eine Raumkurve III. Grades k^ in drei 
Punkten A, B, C, von denen auch zwei konjugiert imaginär sein können, 
und ist F der n durch F zugeordnete Nullpunkt, so fällt die harmo- 
nische Polare von F bezüglich des Dreiecks ABC zusammen mit der 
in 71 gelegenen Biplanare von P. 

5. Gehen durch einen Punkt P, drei reelle Schmiegungsebenen 
«15 ßij 7i ^^^^^ Raumkurve III. Grades ^•^, so gehen durch ihn auch drei 
bezw. in otx^ßi^Yi enthaltene Schmiegungsstrahlen Qi,6i,Ci. Sie liegen in 
einer Ebene n^. Den Punkten und Ebenen der Schmiegungsstrahlen Ui, 6i, Ci 
sind bezüglich F bezw. die Punkte und Ebenen dreier Schmiegungsstrahlen 
O2, &2» C2 konjugiert. 02, bj, C2 schneiden sich in dem Fy konjugierten Punkte F.^ 
und liegen in der n^ konjugierten Ebene 712 . Die Verbindungsgerade F^ F^ ist 
somit eine Bisekante, die Schnittgerade n^ n^ eine Biplanare von F. Sind 
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nun ili, ßi, Ci und ^la? ^2? C2 die bezw. auf den Schmiegungsstrahlen ai, bi, Ci 
und a2, 62? C2 gelegenen Punkte von F, und sind «i, 61, c^ und «at ^21 ^2 bezw. 
die Tangenten der Kurve in diesen Punkten, so bilden die die Schmiegungs- 

strahlen aj, a2 bi, b2 Ci, C2 bezw. schneidenden Bisekanten von k^ drei durch 

die Bisekante P1B2 gehende Regelscharen II. Ordnung i?^, Ä^ , ÄJ. Zu diesen 

Regelscharen gehören bezw. die Tangentenpaare a, , Oj 6^ , 62 ^n ^2 » sie 

trennen in ihnen die eigentlichen Bisekanten von den uneigentlichen. Die 
eigentlichen Bisekanten von Rl^Bl^ Rl bestimmen nun auf L^ bezw. die 
Punktepaare dreier hyperbolischen Involutionen [J]«, [JJ^,, [J]^ mit den 
Doppelpunkten A^^ A^ — Bi^ B2 — C1, (\. Da aber a,, bi, Ci und 02, b2, Cj bezw. 
in den Ebenen 71^^712 liegen, so sind JSi,C, und JSj? ^'2 Punktepaare von 
[J]a^ f 1? -4i und Co, A2 Punktepaare von [JJ^, endlich A^^ B^ und ^4,, B2 

Punktepaare von [J]^. Hiernach sind also Ai^ A2_Bi^ B2 ('i,('2 bezw. 

durch ^1, ri_Ci, i4i_i4i,ßi harmonisch getrennt, was zur Folge hat, daß 
die Doppelelemente jeder einzelnen der drei Involutionen [J],, [J]e, [J\ durch 
die Doppelelemente der beiden übrigen getrennt werden. Hyperbolische 
Punktinvolutionen auf k^^ deren Doppelelemente sich trennen, haben aber 
kein reelles Punktepaar gemein, folglich muB die gemeinsame Bisekante 
P1P2 der drei Regelscharen Rl^Rl^R] eine uneigentliche sein und es gilt: 

Durch den Schnittpunkt dreier reellen Schmiegungsebenen einer 
Raumkurve III. Grades k^ geht eine uneigentliche Bisekante der Kurve. 
Eine eigentliche Biplanare einer Raumkurve III. Grades ist nur mit 
einer uneigentlichen Bisekante von k^ Inzident. Werden zu drei Punkten 
.4i, JSj, Ci von F drei weitere Punkte Ai^ -ßj, ^^'2 derart bestimmt, daß 
AiBiAiCi^ JSjCijB2-4i, CiAiCiB^ drei harmonische Würfe bilden, so 
sind die Ebenen A^ B^ C^ , A^ B2 C2 konjugiert bezüglich der Kurve.*) 



*) Cremona hat diesen von r. Staudt zuerst veröffentlichten Satz, auf den schon 
in 1. hingewiesen wurde, später ebenfalls ausgesprochen, und, wie ich soeben bemerke, 
mit seiner Hilfe in einer Anmerkung in den Nouvelles Annales de Mathematiques, 
2. Serie, 1 (1862), S. 446 dargetan, daß eine eigentliche Biplanare von A' nur mit einer 
uneigentlichen Bisekante der Kurve Inzident sein kann. Er benutzt zu seinem Beweise 
durch Rechnung gefundene Ergebnisse über äquianharmonische Punkte von k^. Irrtümlicher- 
weise ist die jene Anmerkung enthaltende dritte Fortsetzung des Memoire de gcometrie 
pure sur les cubiques gauches in dem Inhaltsverzeichnisse des betreffenden Bandes der 
genannten Zeitschrift nicht aufgeführt und entgeht daher leicht dem Leser der Cremona^ 
sehen Abhandlungen über kubische Kaumkurven. 
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6. Gleitet eine Bisekante von A:^ längs einer Unisekante u dieser 
Kurve entlang, so beschreibt sie eine Kegelschar II. Ordnung, deren Strahlen 
k^ in den Pnnktepaaren einer Involution schneiden. Diese Involution ist 
hyperbolisch, wenn jene Regelschar zwei reelle Tangenten der Raumkurve 
enthält In diesem Falle begrenzen die Tangenten auf u zwei Strecken, 
in denen u bezw. von den eigentlichen und uneigentlichen Bisekanten von /(^ 
getroffen wird. Fällt u insbesondere mit einem Schmiegungsstrahle a von 
P zusammen, und heißt a die ihn enthaltende Schmiegungsebene und a^ der 
in a gelegene zur Tangentenschar von F Perspektive Kegelschnitt, so gehen 
durch jeden außerhalb a^ gelegenen Punkt von a drei eigentliche, durch 
jeden innerhalb a^ gelegenen Punkt von a nur je eine uneigentliche Bi- 
planare von k^. Da nun nach 5. durch jeden Punkt des Schmiegungs* 
Strahles a, in dem er eine eigentliche Biplanare von k^ schneidet, eine un-> 
eigentliche Bisekante von P geht, so kann a nach der Auseinandersetzung 
am Anfange dieses Abschnittes innerhalb a'^ nur von eigentlichen Bisekanten 
geschnitten werden. Der Schnittpunkt einer Bisekante von /(^ mit einer 
beliebigen Schmiegungsebene der Kurve liegt also innerhalb oder außerhalb 
des Kegelschnittes, den diese Schmiegungsebene mit der Tangentenschar 
von P gemein hat, je nachdem jene Bisekante eine eigentliche oder un* 
eigentliche ist. Durch jeden Punkt einer uneigentlichen Bisekante -gehen 
demnach drei reelle Schmiegungsebenen, durch jeden Punkt einer eigent- 
lichen nur eine. Eine eigentliche Biplanare ist somit nicht nur, wie in 5» 
bewiesen wurde, mit einer uneigentlichen Bisekante Inzident, sondern auch 
umgekehrt eine uneigentliche Bisekante allein mit einer eigentlichen Biplanare. 

7, Die Punktwürfe A^ B^ A^ C^ und A2 B^ A^ C^ auf der Raumkurve 1^ 
sind nach 5. harmonisch, wenn k^ von zwei bezüglich 1^ konjugierten Ebenen 
7i,,7?2 je in den Punkten i4,, 5i, Ci und ^2? ^21 C'j geschnitten wird. Sind 
somit il], ^2 ßj, JS2 — ^ n ^'2 homologe Punkte zweier auf k^ gelegenen pro- 
jektiven Punktreihen [i4i, JS,, Cj, ...], [^2, ^2» Ca, ...], so entspricht dem Punkte 
A2 der ersten Punktreihe der Punkt A^ der zweiten. Die homologen Punkte 
^i, A2 beider projektiven Punktreihen entsprechen sich folglich doppelt, und 

demnach sind die nach 5. sich gegenseitig trennenden Punktepaare A^^ A^ ^1, 

B^ — Cx^ C2 Punktepaare einer elliptischen Punktinvolution.*) Die Verbiudungs- 



•) V. Staudt^ Beiträge zur Geometrie der Lage. Zweites Heft. Nürnberg 1857, 
S. 178, N. 285. 

Journal für Mathematik Bd. 130. lieft 4. 37 
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geraden i4,242, ^,^21 f 1^*2 gehören somit zu den Strahlen einer aus Bise- 
kanten von Ic^ bestehenden Regelschar IL Ordnung Ä\ in der sich keine Tan- 
genten von 1^ vorfinden. — Den Punkten des mit n^ und A^ inzidenten Schmie- 
gungsstrahles Oi sind nach 5. die Punkte des mit .^2 und A2 inzidenten 
Schmiegungästrahles 02 konjugiert. Sonach enthält die durch Oi und den 
Regelstrahl ^4, A^ von IP gehende Tangentialebene von Ä* auch die Tan- 
gente 02 von I^ im Punkte A^ und berührt infolgedessen die Regelschar /T 
im Punkte A2. Der Schmiegungsstrahl Oi schneidet also R^ außer in .4, 
noch in einem Punkte ^4',', der auf dem durch A^ gehenden Leitstrahle 
dieser Regelschar gelegen ist. Aus dem gleichen Grunde schneidet der 
Schmiegungsstrahl Q2 die Regelschar IV außer in A noch in einem 
Punkte ^4*2 ihres durch Ay gehenden' Leitstrahles. Nun ist Äl -4" ein 
Regelstrahl von Ä', folglich sind a,, ^2 reziproke Polaren für /P; ein 
Gleiches gilt von den mit ti,, 7r2 inzidenten durch B^, B2 bezw. ^'1,(2 
gehenden Schmiegungsstrahlen b,,b2 bezw. c,,C2. Die Schnittpunkte P^^P-i 
von a,, b|, C| bezw. 02, 62, C2 ergeben sich hiernach als Pole der Ebenen 
.^2,^M ihre Verbindungsgerade P, jRj als Polare der Schnittgeraden n^jj^ 
bezüglich If. 

8. In dem durch eine Raumkurve III. Grades 1^ bestimmten NuU- 
raume' ^ sind zwei bezüglich t^ konjugierten Ebenen :7t, ,7^2 bezw. zwei 
bezüglich P konjugierte Punkte ^1,^2 als Nullpunkte zugewiesen. Schneiden 
die Ebenen 77j,7i2 die Raumkurve nur in reellen Punkten, so ist nach 5. 
die Verbindungsgerade P, P2 eine uneigentliche Bisekante von h?\ ihr ent- 
spricht in -2" die uneigentliche Biplanare 71,772. Die Nullebenen 7r',,7?i zweier 
anderen bezüglich k? konjugierten Punkte P[^p2 der Bisekante P1P2 sind 
nun ebenfalls bezüglich k^ konjugiert, und da sie wiederum die uneigent- 
liche Biplanare ti, 772 enthalten, so treffen sie die Raumkurve nach 6. in 
je drei reellen Punkten A\^B\^C[ bezw. /IjiÄ^,^*^. Die Bisekanten i4|i42, 
B[B[^C\C2 bestimmen nach 7, eine durch F gehende Regelschar IL Ord- 
nung /2'^, für welche die Bisekante Pyp2 und die Biplanare ny7t2 zu einander 
polar sind. Ebenso sind diese beiden Geraden auch polar zu einander be- 
züglich der aus BIsekanten von 1^ bestehenden Regelschar II. Ordnung B?^ 
welche nach 7. die Ebenen 77,,7r2 bestimmen. Die je aus Bisekanten von 
k? gebildeten Regelscharen Ä^, R''^ haben nun eine Bisekante u gemein und 
folglich auch die durch ihre gemeinsamen reziproken Polaren P^Pj 1^1-^2 
von u harmonisch getrennte Gerade ?^ Durch eine Raumkurve III. Grades 
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und zwei ihrer Bisekanten geht aber nar eine Regelfläche IL Grades, somit 
sind IP und R'^ identisch. Mit Rücksicht auf 7. gilt hiernach: 

Entsprechen sich eine aneigentliche Bisekante r und eine uneigent- 
liche Biplanare r einer Raumkurve III. Grades k^ in dem 'durch k^ 
bestimmten Nallraume, so sind sie auch reziproke Polaren für eine 
gewisse aus Bisekanten von k^ gebildete Regelschar IL Ordnung Ä^ 
Je zwei bezüglich R^ konjugierte Ebenen 77,, ttj der Biplanare r sind 
auch konjugiert bezüglich k^ und enthalten je drei reelle Schmiegungs- 
strahlen der Kurve. Den Punkten eines Schmiegungsstrahles der Ebene n^ 
sind die Punkte eines Schmiegungsstrahles der Ebene 712 bezüglich k^ 
konjugiert. Derart einander zugeordnete Schmiegungsstrahlen schneiden 
k^ in Punktepaaren, die je auf einem Regelstrahle von Ä^ liegen, R'^ ist 
somit durch je zwei bezüglich F konjugierte Ebenen der Biplanare r 
bestimmt. Die mit der Bisekante ;* und folglich auch mit der Biplanare r 
inzidenten Schmiegungsstrahlen bilden eine Regelschar (IV. Ordnung), 
deren Strahlen paarweise für R^ polar sind. 

Eine eigentliche Bisekante r von P und die ihr durch den NuU- 
raum JS zugeordnete eigentliche Biplanare r bestimmen ebenfalls eine aus 
Bisekanten von F gebildete Regelschar IL Ordnung Ä^, für welche beide 
Geraden reziproke Polaren sind. R^ geht, wie ohne weiteres einleuchtet, 
durch die Tangenten von F in den Schnittpunkten mit der Bisekante r und 
ruft auf r dieselbe Punkt- und in r dieselbe Ebeneninvolution wie k^ hervor.*) 
Auf die eindeutige Beziehung zwischen der Bisekante r und der 
Regelschar R^ hat auch Herr Reye im 24. Vortrage der dritten Auflage der 
IL Abteilung seiner Geometrie der Lage hingewiesen. Sie bietet sich ihm 
dar bei der Abbildung der Kongruenz der Bisekanten einer kubischen Raum- 
kurve auf eine Ebene. 

9« Schneiden zwei bezüglich I(^ konjugierte Ebenen 7^1,772 die 
kubische Raumkurve k^ bezw. in den reellen Punkten A^^Bi^C\ und Az^ ^2,^2, 
so sind bezüglich k^ nach 8. den Punkten der mit tt^ und bezw. i4,,Ä,,Ci 
inzidenten Schmiegungsstrahlen a,, bi,Ci je die Punkte der mit 773 und bezw. 
il,, J?2i C2 inzidenten Schmiegungsstrahlen 02, 62, C2 konjugiert. Folglich 
gehören die Bisekanten AiA2^BiB2^CiC2 zu einer durch It^ gehenden Regel- 



*) Cremona, Memoire de geometrie pure sur les cubiques gauches. Nouvelles 
Annales de Mathematiques 2. Serie, 1 (1862), S. 367. 
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schar II. Ordnung K^. Diese Regelschar hat mit den Regelscharen IL Ord- 
nung ÄJ, /??, R\^ welche k^ und bezw. die Tangentenpaare «i, «2 ^m ^2 ^u ^a 

enthalten, bezw. die Regelstrahlen rj,, r^, r[ gemein. r[,r[^ r\ verbinden bezw. 
die Punkte A\, Ai_Bl, B'^_Cl, PJ, in denen die durch A,, A^_B,, B,_C\, C\ 
bezw. gehenden Schmiegungsstrahlen a,, a2_bi, ba — Ci, C2 die Regelschar R^ 
noch einmal schneiden. Hat nun die durch A^^B^^(\ bestimmte Ebene n^ 
mit B^ den Kegelschnitt n] gemein, so sind, da A^^ jS», T,, ^4", Bl^ Ol nach 7. 
bezw. auf den durch A^^ jBj, C, , ^42, ^21 (\ gehenden Leitstrahlen von Ä* liegenj 
A^B^AIC^^ AiBiC\BI^ ^iC7,5iC\ nach 5, je vier harmonische Punkte von 
n]. Folglich sind: 

ii, ^^2, />i/)2j ^ai ' 1^2» 

AiA2^ />i/>2, C1C2, r^. 

je vier harmonische Regelstrahlen von Ä^ Zu den Strahlen von /? gehören 
nach 7. keine Tangenten von k^. Sie sind demnach eigentliche Bisekanten 
der Kurve, und diese ruft auf ihnen hyperbolische Involutionen hervor, deren 
Doppelpunkte die Schnittpunkte jener Bisekanten mit k^ sind. Da die 
bezüglich Ar* konjugierten Ebenen 71^^712 der Voraussetzung nach die Kurve 
in je drei reellen Punkten schneiden, so ist nach 5. die Schnittgerade ttiJt^ 
eine uneigentliche Biplanare und die durch P in ihr hervorgerufene Ebenen- 
involution elliptisch. Nach 8. verbinden nun ein Paar Ebenen (>i, (fi dieser 
Involution die auf einem beliebigen Regelstrahle r von B^ gelegenen Kurven- 
punkte mit der Biplanare 77,772, folglich geht dasjenige Ebenenpaar dieser 
Ebeneninvolution, welches durch (>i,(>2 harmonisch getrennt wird, durch ein 
Paar bezüglich P konjugierter Punkte von r. Werden umgekehrt zwei 
bezüglich F konjugierte Punkte /S*/, S'i eines Regelstrahles s von Ä' aus der 
Biplanare n^nz durch bezüglich k^ konjugierte Ebenen o^l^&i projiziert, so 
schneiden die beiden bezüglich F konjugierten Ebenen, welche o"/, &i har- 
monisch trennen, s in seinen Schnittpunkten mit ^^ Die auf den Schmiegungs- 
strahlen Ui, a2 — bi, b2 — Ci, C2 bezw. gelegenen Punkte ^4", Ai — Bl^ Bi Q, OU 

in denen die Bisekanten 7-J, , r^ , r'^ von den bezüglich F konjugierten Ebenen 
7?,, 712 bezw. geschnitten werden, sind nun konjugiert bezüglich A-^, somit 
treffen die beiden durch 711,772 harmonisch getrennten und ^ bezüglich li^ 
konjugierten Ebenen die Bisekanten 7*^,r^,r^ in ihren Schnittpunkten mit 
der Raumkurve. 
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10. Die Schnittgerade zweier zugeordneten Ebenen n^^n^ bezüglich 
einer Ranmkurve III. Grades F und die Verbindungsgerade ihrer Nullpunkte 
Pi,P2 in dem durch P bestimmten Nullraum sind nach 8. reziproke Polaren 
für eine gewisse aus Bisekanten von k^ gebildete Regelschar IL Ordnung 
R^. Diese Regelschar besteht aus zugeordneten Strahlen bezüglich der- 
jenigen hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz S}, deren Leitgeraden mit 
P1P2 nnd 71^712 zusammenfallen. Durch S\ ist F eine auf R^ gelegene Raum- 
kurve III. Gerades ^j zugeordnet. Sie hat ebenfalls n^ n^ zur Biplanare 
und P1P2 zur Bisekante, sie ruft in ihnen bezw. dieselbe Ebenen- und Punkt- 
involution wie Ic^ hervor, und sie geht durch diejenigen Punkte von Ä^, in 
denen die mit der Bisekante P1P2 und der Biplanare tiiTTj inzidenten Schmie- 
gungsstrahlen von k^ die Regelschar R^ noch einmal schneiden, k^ und Af^ 
berühren sich in den reellen oder konjugiert imaginären Schnittpunkten der 
Bisekante P^ P2 mit Ä^ Die Tangenten in diesen Punkten sind die Doppel- 
strahlen der durch die Kongruenz S\ involutorisch gepaarten Regelschar R^^ 
und die in ihnen bezw. 1^ und /f) sich anschmiegenden Ebenen fallen zu- 
sammen. Zwei mit P^P^ und 71^712 inzidente Schmiegungsstrahlen Qi,a2 von 
F, deren Punkte wechselseitig bezüglich F konjugiert sind, werden nach 8. 
mit der gemeinsamen Biplanare 71^712 der beiden Raumkurven durch zwei be- 
züglich k^ konjugierte Ebenen verbunden und schneiden nach 9. die Raum- 
kurve k% in zwei bezüglich F konjugierten Punkten ^4'/, A2. Die Punkte von ä:5 
sind folglich paarweise bezüglich F konjugiert, oder ij wird durch k? in sich 
selbst übergeführt. Aus diesem Grunde nenne ich die kubische Raumkurve 
kl autokonjugiert bezüglich der kubischen Raumkurve F. Dieselbe Über- 
legung, die von 1^ zu Af, führt, führt auch umgekehrt von ä:J zu A\ somit 
ist auch umgekehrt F autokonjugiert bezüglich 1^, 

Die homologen Punkte der durch die Kongruenz S\ einander zuge- 
ordneten Raumkurven k^ und kl liegen auf je einem mit der Bisekante 
P1P2 nnd der Biplanare 71^712 inzidenten Schmiegungsstrahle beider Kurven, 
folglich kann die von diesen Schmiegungsstrahlen gebildete Regelschar R^ 
sowohl durch die beiden projektiven kubischen Raumkurven wie auch durch 
die beiden sich ihnen anschmiegenden projektiven kubischen Ebenengewinde 
erzeugt werden. Die Bisekante P, P2 ist der Ort ihrer dreifachen Punkte,' 
die Biplanare 71^712 der Ort ihrer dreifachen Berührungsebenen. Die Punkte 
zweier Regelstrahlen von -ß*, die k^ in den Punkten je eines Regelstrahles 
von i^ schneiden, sind wechselweise konjugiert bezüglich der kubischen 
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Ranmkarve F, ebenso ist jede Ebene des einen jener beiden Regelstrahlen 
konjugiert einer Ebene des andern bezüglich des 1^ sich anschmiegenden 
Ebenengewindes. Die Regelschar R^ ist also als autokonjngiert bezüglich 
der Raumknrve III. Grades k^ zu bezeichnen; sie ist, wie sich ohne weiteres 
ergibt, aach autokonjngiert bezüglich der Ranmkurve III. Grades Afj. 

11. Zu jeder Bisekante r einer Raumkurve III. Grades k^ und der 
ihr durch den Nullraum 2! von F zugeordneten Biplanare r gehört nach 
8. eine aus Bisekanten von k^ gebildete Regelschar IL Ordnung IT^ für 
welche r und r zu einander polar sind. Umgekehrt sind für jede aus 
Bisekanten von F gebildete Regelschar IL Ordnung R^ je eine Bisekante r 
und eine Biplanare r zu einander polar. Auf jeder solchen Regelschar 
liegt nach 10. eine bezüglich k^ autokonjugierte kubische Raumkurve kl\ 
sie ist Ic^ durch eine hyperbolische lineare Kongruenz zugeordnet, deren Leit- 
geraden mit den durch R^ bestimmten Geraden r und r zusammenfallen. 
Die oo^ kubischen Raumkurven Afj und ihre sich ihnen anschmiegenden 
Ebenengewinde ;rf) sind je durch diese linearen Kongruenzen projektiv auf A-^ 
und das sich ihr anschmiegende Ebenengewinde x^ bezogen. Sie sind 
perspektiv zu je einer der oo^ Regelscharen IV. Ordnung, aus denen sich 
die von den Schmiegungsstrahlen von F gebildete Kongruenz III. Ordnung 
III. Klasse C\ zusammensetzt. 

Berlin, I.März 1905. 
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IJber ein merkwürdiges Polyeder von einseitiger 

Gesamtfläche. 

Von Herrn Ernst Steinüz in Berlin. 



Zjweck der folgenden Zeilen ist, einige aus der Analysia sitas ein- 
seitiger Flächen bekannte Tatsachen für den Fall der Polyeder und ins- 
besondere an einem bestimmten Polyeder weiter zu verfolgen. 



1. Ableitung und Beschreibung des einseitigen Heptaeders. 

Wir gehen von der Betrachtang eines regulären Oktaeders aus. 
Sein Mittelpunkt sei 0, seine Ecken, die sich zu drei Paaren von Gegen- 
ecken gruppieren X., X^; TL, T^; Z_, Z^. Zwecks bestimmterer Vor- 
stellung sei das Oktaeder in der in Fig. 1 gezeichneten Lage gedacht, 
so dal} also die Diagonale X_X^ von links nach rechts, die Diagonale 
y_r^ von vorn nach hinten, die Diagonale Z_Z^ von unten nach oben 
gerichtet ist. Wir teilen nun die 8 Oktaederflächen in zwei Gruppen, die 
der positiven und der negativen, indem wir jeder Fläche dasjenige Vorzeichen 
beilegen, welches dem Produkt der in der Bezeichnung der Ecken ver- 
wandten Vorzeichen entspricht. Wir haben dann die positiven Flächen 

und die negativen 

«'=x.7^z^, i¥=x_Y.z^, /=jr+r^2;., d'=x^Y^z^. 

Neben diesen beiden Gruppen von Flächen betrachten wir noch eine dritte, 
die der Quadrate 

1=11.^.7^;?^, ri = Z^X^Z^X^, l^X^Y^X^Y^. 
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Durch jede Oktaederkante geht je eine Fläche aas jeder dieser drei 
Gruppen. Lassen wir also irgend eine der drei Gruppen fort, so bilden 
die übrigen Flächen, indem durch jede Kante zwei von ihnen gehen, ein 
geschlossenes Polyeder. Wir erhalten so außer dem Oktaeder noch, durch 
Znsammenfassen der Quadrate und der positiven bezw. negativen Oktaeder- 
flächen, zwei unter einander gleichartige Heptaeder. Alle drei Polyeder haben 
dieselben Ecken und Kanten. — Das Oktaeder kann auf 24-fache Weise 
(durch Drehung um den Mittelpunkt 0) mit sich selbst zur Deckung gebracht 
werden, außerdem gibt es noch 24 symmetrische Operationen (d. h. Spiege- 
lungen und Drehspiegelungen), die dasselbe leisten. Von diesen Operationen 
fuhrt die Hälfte — nämlich 12 Drehungen und 12 symmetrische Operationen 
— jedes der Heptaeder in sich über, die andere Hälfte vertauscht sie mit 
einander. 

Im folgenden beziehen wir uns auf das aus den Flächen 

l«=Avr.z., ß^x^Y^z_, r=^x^Y,z^, d^x^i\z^, 

^ '^ U^Y^Z^Y^Z^, ri^Z_X^Z^X.,, ^=X^Y_X^Y^ 

gebildete Heptaeder und bezeichnen es kurz als „einseitiges Heptaede?-^. Es 

ist in der Tat einseitig: Bewegen wir uns etwa auf der vom Mittelpunkt 

abgewandten Seite der Fläche X^ Y^Z_^ (Fig. 1), so gelangen wir, die 

^ w\^ Kante X^ Y^ überschreitend, nach der unteren 

Seite von X^Y^X^Y^^ von da über die Kante 
X^ ri nach der von abgewandten Seite von 
X_Y^Z^^ von hier über die Kante Y_Z^ nach 
der rechten Seite von Y_Z^Y^Z^ und endlich 
über Y^Z^ nach der dem Mittelpunkte zu- 
gekehrten Seite der Ausgangsfläche X^ Y+^^* 
^ Ohne die Anschauung zu Hilfe zu nehmen, 
können wir die Einseitigkeit des Polyeders 
^*9'i* . nach Möbius so nachweisen. Wir betrachten 

die Reihe der durchwanderten Polygone, deren jedes mit dem folgenden 
benachbart ist, während das letzte mit dem ersten zusammenfällt, legen dem 
ersten einen beliebigen Umlaufssinn, etwa X^Y^Z^^ bei und bestimmen den 
Umlaufssinn jedes folgenden so, daß die mit dem vorhergehenden gemeinsame 
Kante im entgegengesetzten Sinne durchlaufen wird. Wir erhalten dann: 

X^Y^Z^, Y^X^Y^X^, X^Y^Z^, Z^Y^Z^Y^, Z^Y^X, 
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and erkennen, daß die als Anfangs- und Endpolygon auftretende Fläche in 
beiden Fällen verschiedenen Umlaufssinn erhält, was anzeigt, daß der durch- 
laufene Weg kontinuierlich von der einen Seite der Ausgangsfläche auf die 
andere führt. — Es hat jedoch schon W. Dyck darauf hingewiesen, daß die 
zuletzt herbeigezogene Eigenschaft, wonach bei gewissen geschlossenen 
Wegen die Indikatrix (der Umlaufssinn) sich umkehrt, etwas der Fläche 
an sich Eigentumliches darstellt, die Einseitigkeit dagegen eine Beziehung 
der Fläche zu ihrer Umgebung ist und verloren gehen kann, wenn die 
Fläche in einer andern Umgebung, d. i. in einem Raum von anderen Zu- 
sammenhangsverhältnissen, betrachtet wird. Im Euklidischen und ebenso im 
projektiven Raum von drei Dimensionen sind allerdings die einseitigen 
Flächen zugleich diejenigen mit umkehrbarer Indikatrix und umgekehrt; in 
manchen andersartigen Räumen trifft dies jedoch nicht zu. Ein allgemeiner 
Satz über die Beziehungen zwischen Ein- und Zweiseitigkeit einerseits, 
Umkehrbarkeit und Nichtumkehrbarkeit der Indikatrix andererseits bei 
Gebilden von beliebig vielen Dimensionen soll in einem zweiten Artikel 
angegeben werden. 

Fuhrt man auf dem einseitigen Heptaeder einen Schnitt längs des 
Kantenzuges X_^ Y_ Z^ 
X^Y^Z^X^ aus, so 
wird die Fläche in eine 
einfach zusammenhän- 
gende verwandelt und 
läßt sich in eine Ebene 
ausbreiten , wie Fig. 2 
zeigt Daß eine solche 
Umwandlung durch 
einen einzigen ge- 
schlossenen Schnitt 
herbeigeführt wird, 
zeigt, wie die Analysis 
Situs lehrt, daß das 
Heptaeder, als ein- 
seitige Fläche von ge- 
ringstem Zusammenhange, mit der projektiven Ebene gleichwertig, d. h. auf 
dieselbe ein-eindeutig und (im Sinne der projektiven Geometrie) stetig 
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abbildbar ist Diese Abbildung soll uns im folgenden beschäftigen. — In 
jeder der Diagonalen X__X^^ Y_}\^Z_Z_^ durchsetzen sich zwei Quadrate; 
die Punkte der Diagonalen sind also Doppelpunkte der Gesamtfläche, bis 
auf die Eckpunkte, welche einfach sind, und den Schnittpunkt 0, welcher 
dreifach zählt. Bei der in Rede stehenden Abbildung werden den Doppel- 
punkten je zwei, dem Punkt drei verschiedene Punkte der Ebene ent- 
sprechen. 

2, Einteilung der Ebene durch ein vollständiges Vierseit. 

Die Ebene der projektiven Geometrie wird durch vier Geraden 
Uj bjCyd, deren keine drei durch einen Punkt gehen, in sieben, im Sinne 
dieser Geometrie konvexe Gebiete, vier Dreiecke und drei Vierecke, eingeteilt, 
wenn der Zusammenhang im Unendlichen berücksichtigt wird. Die Ecken 
des vollständigen Vierseits seien 

(a,rf) = Al, (b,c) = X^, 

(2.) |(/>,rf)==ll, (c,a)=y^, 

(c, d) = Z^^ («, b) = Z^. 

Auf jeder der Geraden a, b, c, d haben wir drei Ecken und verstehen 
unter der durch zwei von ihnen bestimmten Strecke (Kante) natürlich immer 
diejenige (endliche oder unendlich lange), welche die dritte Ecke nicht 
enthält. Dies festgehalten sind die sieben Polygone durch die zyklische 
Folge ihrer Ecken bestimmt. Wir erhalten die Dreiecke 

a^x^Y^z^, ß=x,r^z_, r=x^Y_z^, iJ^x^Y^z^ 

und die Vierecke 

^= Y^Z^y^Z^^ y=^Z^X^Z^X_^ ^ = X_^.Y^X^Y^ 

(Fig. 3). Diese Bezeichnung stimmt genau mit dem für das Heptaeder 
aufgestellten Schema (1.) Uberein. Die Elemente d. h. Ecken, Kanten und 
Flächen des Heptaeders sind also in derselben Weise gruppiert wie bei der 
Vierseitseinteilung der Ebene; beide Gebilde sind nach Eberharde Termi- 
nologie „isomorph". 

Hiernach erkennt man leicht die Möglichkeit, das Heptaeder und die 
projektive Ebene Punkt für Punkt ein-eindeutig und (im Sinne der projek- 
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tiven Geometrie) stetig auf einander abzabilden, und zwar derartig, daß jeder 
Heptaederfläche das gleichbezeichuete Polygon der ebenen Einteilung ent-^ 
spricht. Man kann, um eine derartige Abbildung herzustellen, zunächst die 
gleichbenannten Kanten stetig auf einander beziehen und dann noch auf 
unendlich viele Arten für je zwei gleichbenannte Flächen eine eindeutige 
stetige Abbildung herstellen, bei welcher die bereits festgesetzte Beziehung 
auf den Kanten berücksichtigt wird. 



3, Das allgeyneine einseitige Heptaedei\ 

Durch irgend eine Kollineation wird jedes Polyeder in ein isomorphes 
verwandelt. Wollen wir jede Kollineation in Betracht ziehen, so müssen wir 
natürlich auch solche Polyeder zu- 
lassen, die sich ins Unendliche er- 
strecken. Nur für wenige Polyeder 
mit geringer Flächenzahl gilt die Um- 
kehrung des eben ausgesprochenen 
Satzes, daß also isomorphe Polyeder 
auch kollinear sein müssen. Beim ein- 
seitigen Heptaeder trifft sie zu, sofern 
wir nur die Bedingungen stellen, daß 
das Polyeder wirklich ehie räumliche 
Figur xmd daß seine Flächen konvex*) 
sein sollen. Sucht man nämlich in 
allgemeinster Weise ein Polyeder mit 
sieben Flächen ^»r? ^ 

X^ Y^ Z^ , X^ /_ />_, A_ Y ^ Z^ , X_, Y^Z^ , 
Y_^Z^Y^Z^, Z^X^Z^X_, X^Y^X^Y^ 

herzustellen, so erkennt man, weil von den drei Geraden X_X^^ J _ K*., Z^Zj^ 
je zwei in einer Vierecksebene liegen sollen, also sich schneiden müssen, 
daß diese Geraden alle drei entweder durch einen Punkt gehen oder in 
einer Ebene liegen müssen. Das letztere ist durch die Forderung der 
Räumlichkeit ausgeschlossen. Die drei Geraden haben demnach einen 




•) Diese Voraussetzung halten wir stets fest. 
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Schnittpunkt 0. Dieser darf mit keiner der 6 Ecken zasammenfallen, wenn 
anders wirkliche Vierecke entstehen sollen. Bei der Konstruktion des 
Heptaeders hat man also zunächst durch einen Punkt drei Gerade zu 
ziehen, die nicht in einer Ebene liegen, und auf jeder von ihnen zwei von 
einander und von verschiedene, im übrigen willkürliche Punkte X_, Jl^., 
IL, i +, Z_^ Z^ anzunehmen. Ist dies geschehen, so ist die weitere Kon- 
struktion stets und nur auf eine Weise durchführbar. Zwar ist es bei der 
Konstruktion jeder Kante z. B. X_ Y_^ zunächst zweifelhaft, welche der beiden 
sich zu der ganzen Geraden ergänzenden Verbindungsstrecken der Eckpunkte 
man zu nehmen hat; doch wird diese Mehrdeutigkeit durch die Forderung 
der Konvexität behoben. Soll nämlich JL Y^ X^ F^. ein konvexes Viereck 
sein, so muß der Schnittpunkt der unbegrenzten Geraden Y^X_ und Y_X^ 
außerhalb der begrenzten Seiten i + -3L und Y^X^ liegen. Hiernach hat 
man die 6 Gegenkantenpaare des Heptaeders 

^ + ^+7 ^+^-7 ^+^+1 -^+^-7 ^Y^^+? ^+^- 
Y_Z_, Y_Z^, Z_X^, Z.JL, z_r., X_Y^ 

so zu konstruieren, daß erst die Verlängerungen der Kanten eines jedcD 
Paares sich schneiden. Dann begrenzen aber diese Kanten nicht nur drei 
konvexe Vierecke 

/ _ i>_ i ^ yv_j. , ^^X_Zi^JL^^ X_i_X^Y^j 
sondern auch vier Dreiecke 

X_^. 1 _Z_^ A_i_j./>_, X_}_Z^^ X^Y^Z^, 

Um nämlich zu zeigen, daß z.B. die Kanten Y^Z^^Z^X^^ X^Y^ 
ein Dreieck begrenzen und nicht etwa einen unpaaren Streckenzug bilden, 
hat man nur die Existenz einer Geraden bezw. Ebene nachzuweisen, welche 
nicht diese Strecken selbst, sondern ihre Ergänzungsstrecken schneidet 
Dies ist aber, zufolge unserer Konstruktion, bei der Ebene X^Y_,Z_^ welche 
die Gegenkanten Y^Zjy Z_X^^ X_Y_ enthält, der Fall. 

Hat man nun zwei solche Heptaeder, deren Ecken wir durch die- 
selben Buchstaben X_, X+., iL, 1.,., Z_, Z^ bezeichnen, so ist zu zeigen, 
daß es eine und nur eine KoUineation gibt, welche das erste Heptaeder in 
das zweite, und zwar jede Ecke in die gleichbenannte, überführt. 
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Eine KoUineation , wie wir sie snchen, muß die Ebenen Xj^Y^Z^, 
X^Y_Z^, X^r^X^Y^, Y^Z^Y^Z^, Z^X^Z^X^ der ersten Figur in die 
gleichbenannten der zweiten überführen, und da keine vier dieser Ebenen 
durch einen Punkt gehen, so ist durch diese Bedingung eine KoUineation 
eindeutig bestimmt. Dieselbe führt, wie man sofort sieht, die Ecken des 
ersten Heptaeders in die gleichbenannten des zweiten, ferner aber, weil 
konvexe Polygone nur in konvexe übergehen können und weil, wie wir 
sahen, zufolge der geforderten Konvexität das Heptaeder durch seine Ecken 
bestimmt ist, auch die Flächen und Kanten des ersten Heptaeders in die 
gleichbenannten des zweiten über. 



4. Flächenweise kollineare Abbildung des eimeitigen 
Heptaeders auf die durch ein vollständiges Viersett bewirkte 

Gebietseinteilung der Ebene. 

Wenn zwei isomorphe Polyeder in solcher Weise ein-eindeutig und 
stetig auf einander abgebildet sind, daß jeder geraden Strecke auf einer 
Fläche des einen wieder eine gerade Strecke auf dem andern entspricht oder, 
mit anderen Worten, daß je zwei entsprechende Flächen kollinear sind, so 
soll diese Abbildung eine „flächenweise kollineare^ heißen. Es sei jedoch 
ausdrücklich betont, daß Eindeutigkeit und Stetigkeit der Abbildung auch 
fUr die Kanten gefordert wird. Hat man z. B. einen Würfel und ein beliebiges 
ihm isomorphes, von konvexen Vierecken gebildetes Hexaeder, so gibt es 
zu jedem Paare entsprechender Flächen eine bestimmte KoUineation, welche 
die eine in die andere überführt. Aber die WUrfelkanten erfahren hierbei, 
da sie zu je zwei Flächen gehören, zwei Abbildungen, und diese sind im 
allgemeinen nicht identisch. Die in diesem Beispiel betrachtete Abbildung 
der beiden Polyeder ist also nicht flächenweise kollinear in unserem Sinne. 
— Eine räumliche KoUineation, welche ein Polyeder in ein zweites über- 
führt, liefert zugleich eine flächenweise kollineare Abbildung der beiden 
Polyeder auf einander; aber es leuchtet ein, daß nicht umgekehrt jede solche 
Abbildung in einer räumlichen KoUineation enthalten zu sein braucht. Im 
Falle des einseitigen Heptaeders ist indessen die durch die räumliche 
KoUineation gelieferte Abbildung die einzige flächenweise kollineare. Denn 
zunächst sind die Kollineationen der Vierecke durch die Zuweisung der 
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Ecken völlig bestimmt, sodann aber bestimmen die hiermit zugleich fest- 
gelegten projektiven Beziehungen der sämtlichen Kanten ihrerseits wieder 
die KoUineationen in den Dreiecken. 

Wendet man den Ausdruck .^flächenweise kollineare Abbildung^ analog 
wie bei Polyedern auch bei Gebietseinteilungen der Ebene an, so erkennt 
man, da£ eine KoUineation der gesamten Ebene zugleich eine flächenweise 
kollineare Abbildung jeder in ihr enthaltenen Gebietseinteilung liefert, 
während nicht umgekehrt jede solche Abbildung einer jeden beliebigen 
Gebietseinteilung notwendig einer KoUineation der ganzen Ebene entspringt 
Handelt es sich aber speziell um Gebietseinteilungen zweier Ebenen e und b\ 
welche durch vollständige Vierseite abcd bezw. a!b'dd! bewirkt werden, so 
zeigt man — genau wie bei den Heptaedern — , daß die durch Zuweisung der 
Geraden a, b,Cjd und a\ b\ c\ d! bestimmte KoUineation der gesamten Ebenen 
die einzige flächenweise kollineare Abbildung der Gebietseinteilungen liefert. 

Nach dem Vorangehenden liegt die Frage nahe, ob untei- den un- 
endlich vielen möglichen eindeutigen und stetigen Abbildungen eines ein- 
seitigen Heptaeders auf eine isomorph zugeordnete durch ein Vierseit abcd 
bewirkte Gebietseinteilung einer Ebene e sich auch eine flächenweise kollineare 
befindet. Da£ es nicht mehr als eine geben kann, ist klar, es handelt sich 
also nur darum, zu beweisen, da£ überhaupt eine existiert. 

Wir bezeichnen wie bisher die Ecken des Heptaeders und die ihnen 
zugeordneten des Vierseits in der Ebene b durch die nämlichen Buchstaben 
-XLZ^ r_ Y^Z_Z_^^ verstehen aber unter er, ß^ y, J; |, ?/, S; a\ ß\ /, J' nicht 
mehr die begrenzten Heptaeder- bezw. negativen Oktaederflächen, sondern die 
unbegrenzten Ebenen, in welchen jene Flächen liegen. Die Gegenkanten 
bringen wir durch Verlängerung zum Schnitt und bezeichnen die Schnitt- 
punkte wie folgt 

((7^^^, Y.Z_) = X% (r^z_, Y_Z^) = Xl, 

(3.) . (^^AV, Z_X_)= Yl, iZ^X_, Z_X^) = >':, 

XX^Y^,X_Y.) = Z1, (AVr_,Z_7,) = Z:, 

SO daß wir also auf jeder Kante drei Punkte haben, zu deren Bezeichnung 
die Buchstaben X, Y, Z und Vorzeichen mit negativem Produkt verwandt 
werden. Die sechs Schnittpunkte liegen zu je dreien auf vier Geraden 

XIYIZI, X\YIZI, XIYIZI, XIYIZI, 
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bilden also die Ecken eines vollständigen Vierseits, dessen Ebene wir mit 
6* bezeichnen; im Falle des im § 1 beschriebenen Heptaeders ist sie die 
anendlich ferne Ebene. Wie in 6*, so haben wir auch in jeder der Heptaeder- 
ebenen ein vollständiges Vierseit. In der folgenden Tabelle sind dieselben 
znsammengestellt : 



(4.) 



f(«) XIYIZI, 
Qi) X_}\Zl 

(r) x_ Yiz^ 

(I) XIY^Z, 

(r/) X_YIZ, 

\{l) X_Y,Zl, 



XIYIZI, 
XI Y_Z^, 
X.YIZ^, 

x:y_z,, 

X y* 7 



XIYIZI 
X^ Y^ ZI 
XIY^Z_ 

X, r^z, 

x^ i V ZI 



XlY^Z^ 
X^YIZ^ 
X^Y_Z1 
XZ YlZl 
X1Y_Z_ 
X^Y1Z__ 
X^Y_Z1. 



Jede der Ebenen wird dnrch das vollständige Vierseit in sieben Gebiete 
eingeteilt, von denen eines die begrenzte Heptaederfläche darstellt. Wir 
bilden nun die sieben Heptaederebenen kollinear auf die Ebene € ab, indem 
wir den Geraden der in jenen Ebenen enthaltenen Vierseite die Geraden 

a = X_Y^Z^, h^X^Y_Z^, c^X^Y^Z^, d^X_Y_Z^ 

der Ebene b entsprechen lassen. Hierbei werden aber die sieben begrenzten 
Heptaederflächen auf die sieben gleichbezeichneten Gebiete von b kollinear 
abgebildet, und wir haben, um nachzuweisen, da£ diese Abbildung auch in 
dem oben angegebenen Sinne flächenweise kollinear ist, nur zu zeigen, dafi 
auf den Kanten die Eindeutigkeit nicht verletzt ist. Dies aber ist klar, 
wenn wir die beiden projektiven Abbildungen einer Kante nicht nur innerhalb 
ihres Verlaufes, sondern auch auf ihrer Verlängerung verfolgen; denn alsdann 
haben wir auf der Geraden drei Punkte — die Ecken des vollständigen 
Vierseits — , von denen wir bereits wissen, dai3 ihnen in beiden Abbildungen 
dieselben Punkte entsprechen. 

Die unter (4.) angegebenen vollständigen Vierseite sind die Schnitte 
der Heptaederebenen mit den negativen Oktaederebenen «', ß\ y', ö*. Hat 
das Heptaeder die halbreguläre Form, von der wir ausgingen, so bilden 
diese Ebenen ein reguläres Tetraeder, dessen Ecken A\B\C^U (Fig. 1) 
im Verein mit denen des von a^ß^y^d gebildeten regulären Tetraeders 
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ABCD die Ecken des dem Oktaeder" umbeschriebenen Würfels darstellen. 
Die Heptaederebenen sind anf die Ebene f nnd dadurch auch auf einander 
kollinear bezogen. Dabei hat, wie leicht ersichtlich, jede Dreiecksebene 
mit jeder Vierecksebene Perspektive Lage; die Schnittkante zweier solcher 
Ebenen liegt nämlich in einer der Ebenen a\ ß\ y\ d' und die Kollineation 
erweist sich als identisch mit derjenigen Perspektivität, welche den Schnitt- 
punkt der drei übrigen zum Zentrum hat Hiernach kann man in einfachster 
Weise zu einem Punkte irgend einer Heptaederebene die entsprechenden in 
den übrigen finden und zu zwei beliebigen auf der Gesamtfläche des 
Heptaeders angenommenen Punkten denjenigen sie verbindenden Streckenzug 
konstruieren, welcher sich bei der Abbildung auf die Ebene in eine Gerade 
verwandelt. 

Läßt man « mit «* und die in « liegenden Punkte ALX^. Y^\\7j^Z^ 
mit Alz* 1^* V^ZlZ^l zusammenfallen, so haben wir acht kollineare Ebenen, 
die sich in zwei Gruppen anordnen 

a,/9, /,J und ^,i?,t, f*. 

Jede Ebene der einen Gruppe ist zu jeder der andern perspektiv und die 
Perspektivitätszentren sind die Ecken des Tetraeders a'ß'ySi. Wir kommen 
damit auf das vielfach untersuchte System dreier Tetraeder in desmischer 
Lage; die Tetraeder aß'yii^ ^^^^*7 a!ß'y^d' bilden ein solches. In jedem 
desmischen Tetraedersystem sind 24 einseitige Heptaeder enthalten, man 
hat die Ebenen eines von ihnen, wenn man von den zwölf Ebenen des des- 
mischen Systems diejenigen eines Tetraeders und noch irgend eine andere 
fortläßt Ebenso liefert das konjugierte desmische System 24 einseitige Hepta- 
eder. Es treten also diese Heptaeder in Gruppen von je 48 auf dergestalt, 
daß durch irgend eines von ihnen die ganze Gruppe bestimmt ist 

Wir wollen auf diese Beziehungen nicht weiter eingehen, dagegen 
den oben geführten Nachweis für die Möglichkeit der flächen weise kolli- 
nearen Abbildung von Heptaeder und Ebene noch in einem Punkte ergänzen. 
Wenn es sich zunächst nur darum handelt, eine zum einseitigen Heptaeder 
isomorphe polygonale Einteilung der Ebene zu geben, so ist klar, daß die 
durch ein vollständiges Vierseit hervorgebrachte nicht die einzig mögliche 
ist Wir brauchen z. B. nur die Ecken eines vollständigen Vierseits konti- 
nuierlich zu verschieben und mit ihnen die zwölf Kanten, sodaß je drei 
Kanten, welche vorher zusammen eine Gerade ausmachten, nunmehr einen 
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nnpaaren geschlossenen Streckenzug bilden, so wird die neue Figur (Fig. 4), 
solange die Verschiebungen unterhalb gewisser Grenzen liegen, nach wie vor 
eine zum Heptaeder isomorphe polygonale Einteilung der Ebene liefern. 
Es ist nun aber bemerkenswert, daß eine flä'chenweise kollineare Abbildung 
des Heptaeders auf die Ebene nur so möglich ist, daß die sieben den Heptaeder^ 
flächen entsprechenden Gebiete der Ebene durch die Geraden eines vollständigen 
Vierseits gegen einander abgegrenzt sind. 

Um den Nachweis zu führen, formulieren wir unsere Abbildungs- 
aufgabe so: 

Die Flächen eines einseitigen Heptaeders sollen auf eine Ebene ab- 
gebildet werden und zwar so, daß 

1. die Abbildung jeder einzelnen Fläche kollinear ist, 

2. die Punkte einer jeden Kante in den beiden zu den Flächen der 
Kante gehörigen KoUineationen dieselben Bilder haben, 

3. die Abbildung des ganzen Heptaeders die Ebene einfach und 
lückenlos Oberdeckt. 

Wir wollen zunächst einmal von der dritten Forderung ganz absehen 
und annehmen, es läge eine Abbildung des Heptaeders auf eine Ebene f 
vor, welche die Bedingungen 1. und 2. erfüllt. Wir bezeichnen die Heptaeder- 
ecken und -flächen wie früher. Jede Ecke nimmt an vier KoUineationen 
teil; aus 2. ergibt sich aber, daß alle 
vier Bilder zusammenfallen müssen. 
Wir bezeichnen auch hier wieder die 
Bilder wie die Ecken, denen sie ent- 
sprechen, bringen ferner auch in der 
Ebene e die gegenüberliegenden Seiten 
derVierecke7^.Z^r_ Z_,Z^ X_,Z_ Z„, 
Xj^Y^X^Y__ durch Verlängerung zum 
Schnitt und führen für die Schnitt- 
punkte die unter (3.) angegebene 
Bezeichnung ein. Wir denken uns 
ferner die kollinearen Abbildungen über ^'^' *' 

die begrenzten Heptaederflächen hinaus fortgesetzt und auf die ganzen Ebenen 
ausgedehnt. Dann ist die Bedingung 2. auch auf den Verlängerungen der 
Kanten erfüllt. Fassen wir nun die KoUineationen der Vierecksebenen ins 
Auge, so ergibt sich, daß den in ihnen liegenden Punkten X'IX^YIYIZIZI 
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die gleichbezeichneten Punkte von e entsprechen. Aus 2. folgt aber, dafi 
die Punkte XZX^YIY^Z^^Z^^ wenn wir sie den Dreiecksebenen zu- 
rechnen, in den Kollineationen dieser dieselbe Abbildung erfahren. Nun 
liegen aber diese Punkte in den Dreiecksebenen cr,/9, y, J zu je dreien in 
einer Geraden X'1YIZ4, XIYIZI, X^Y^Zl, XIYIZI, dieselbe Lage 
müssen daher auch die so bezeichneten Punkte der Ebene t haben. 

Wir haben demnach jetzt in der Ebene e weiter zu untersuchen, 
unter welchen Bedingungen die aus den Punkten X_X^Y_Y^Z^Z^ abge- 
leiteten Punkte XI X^ YIY^Z^Z!^ die angegebene Lage haben. Dies ist 
zunächst dann der Fall, wenn X_X^Y^Y^Z_Z^ die Ecken eines voll- 
ständigen Vierseits sind, dann nämlich sind diese Punkte mit den Punkten 
XIX^I'ZYIZIZ^ identisch. Schließen wir diesen bereits behandelten Fall 
jetzt aus, so darf nicht jedes der vier Punktetripel 

auf einer Geraden liegen. Nehmen wir an, daß die Punkte X_Y^Z^ nicht 
auf einer Geraden liegen, und betrachten wir die beiden Dreiecke 

X_Y^Z^ und X^Y^Z^. 

(Daß X^^Y^.Z^ nicht in einer Geraden liegen, folgt aus der kollinearen 
Abbildung des Heptaederdreiecks X^Y^Z^.) Hier liegen die Schnittpunkte 
homologer Seiten 

xi=(i^_z_,Y,z^), ¥:=(z_x_,z^x,), zi=(x_r_,x^r^) 

in einer Geraden. Die Punkte JC*, Y!^^ZZ sind von den Punkten X^X_^ 
Y_Y^Z_Z^ verschieden. Denn es kann z. B., weil das Viereck X^ ^^+X- i.» 
wie das zu ihm kollineare des Heptaeders konvex sein muß, der Punkt ZI 
mit keinem der Punkte X+, Y^^X_^ 7_, und weil Z^ nicht auf der Geraden 
X^Y^^Z^ nicht auf der Geraden X_Y^ liegt, auch nicht mit Z_^ oder Z^ 
zusammenfallen. Die Punkte XI^YZ^Zl sind auch wegen der kollinearen 
Beziehung, wie die gleichbenannten beim Heptaeder, von einander verschieden. 
Die sechs Geraden Y^Z^^ -^+^h-7 ^-h^+» ^-^-i Z_X_^ X.1L sind von 
einander verschieden; denn es kann z. B. keiner der beiden Punkte X_^ 11. 
in die Gerade ^4.)+ fallen. Die sechs Geraden sind aber auch von der 
Geraden XÜI^l verschieden. Denn wäre etwa X^Y^^XZYIZI^ so 
müßte diese Gerade auch den auf Y^X^ gelegenen Punkt Z^ enthalten, 
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Flächen sein. Dieses Polyeder hat nun noch die Eigentümlichkeit, dafi 
seine i^unkte paarweise zusammenfallen. Aber dieser Umstand ist irrelevant, 
wenn nur der Typus des Polyeders ins Auge gefaßt, d. h. zwischen iso- 
morphen Polyedern nicht unterschieden wird; denn unter den vielen iso- 
morphen Polyedern wird es im allgemeinen gewiß solche geben, welche 
jene Eigentümlichkeit nicht haben. 

Jedem einseitigen Polyedertypus entspricht ein bestimmter ziveiseitiger. 
Im Falle des einseitigen Heptaeders muß sich die Doppelfläche aus sechs 
Vierecken und acht Dreiecken zusammensetzen, man erkennt in ihr leicht 
einen Typus, der durch ein sehr bekanntes halbreguläres Polyeder repräsentiert 
werden kann. Es ist das Kubooktaeder^ welches man etwa aus dem Würfel 
erhalten kann, indem man seine Ecken bis zu den Mitten der von ihnen 
ausgehenden Kanten durch Ebenen abschneidet. — In den Figuren 1 
und ö sind Heptaeder und Kubooktaeder neben einander gestellt; von den 





-JC 



Fig. 1, Fig, 5, 

Ecken des letzteren tragen je zwei gleiche Bezeichnung, dieselbe nämlich 
wie die ihnen isomorph zugeordnete des Heptaeders. Hiernach kann man 
sich durch Ablesen der Flächen davon überzeugen, daß in der Tat das 
Kubooktaeder zur Doppelfläche des Heptaeders isomorph ist Es ist 
ferner das Heptaeder in seiner halbregulären Form und seine Kante gleich 
der des Kubooktaeders angenommen. Dadurch tritt noch die ganz be- 
sondere Eigentümlichkeit ein, daß die entsprechenden ' Flächen kongruent 
werden. Man kann daher das Kubooktaeder^ indem man es längs gewisser 
Kanten aufschneidet^ in bestimmter Weise zusammenfaltet und endlich wieder in 
denselben Punkten zusammenheftet^ die vorher durch den Schnitt getrennt wurden^ 
zu der Doppelfläche eines Heptaeders umgestalten^ ohne dabei Gestalt oder Größe 
der Einzelflächen zu ändern. Bei dieser Umformung werden je zwei Punkte des 
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Kubooktaeders, welche auf demselben dnrch seinen Mittelpunkt M gezogenen 
Durchmesser liegen, zu demselben Punkte des Heptaeders zusammengelegt 
Es entsteht so eine zwei-eindeutige und flächenweise kongruente Abbildung 
von Kubooktaeder und Heptaeder. Die beiden Kubooktaederpunkte, welche 
einem Heptaederpunkte entsprechen, liefern nun wiederum ein und dasselbe 
Bild, wenn das Kubooktaeder aus seinem Mittelpunkte M auf eine Ebene s 
projiziert wird. Ans beiden Abbildungen resultiert eine ein-eindeutige zwischen 
Heptaeder und Ebene f, welche, weil zusammengesetzt aus einer flächen- 
weise kongruenten und einer flächenweise Perspektiven, flächen weise kollinear 
sein muß. Ferner sieht man, daß die Kanten des Kubooktaeders sich zu vier 
regulären Sechsecken Ä_ Y^ Z^ X_ }\ Z^ , X^ 11 Z^ X_^, Y_ Z+ , X^ Y^ Z^ X^ 
Y^Z^^ X^Y_Z^X^Y__Z_ anordnen, deren Ebenen durch M gehen, dafi 
also die vorliegende Abbildung des Kubooktaeders auf die Ebene e eine 
durch vier Gerade bewirkte Gebietseinteilung liefert. Hiermit ist die 
Möglichkeit der flächenweise kollinearen Abbildung einer solchen Gebiets- 
einteilung auf das einseitige Heptaeder wiederum dargetan. 

Der eben behandelte Fall ist nicht der einzige, in welchem ein 
konvexes Kubooktaeder — so soll jetzt irgend ein mit dem sonst so ge- 
nannten Polyeder isomorphes bezeichnet werden — und die Doppelfläche 
eines einseitigen Heptaeders flächenweise kongruent sind. Stellen wir uns 
in den Figuren 1 und ö statt der beiden kongruenten Würfel kongruente 
Parallelepipeda mit lauter gleichen Kanten, also rhombischen Flächen vor 
und verstehen wir nach wie vor unter X^X^Y^Y^Z^Z^ in Fig. 1 die 
Flächen-, in Fig. 5 die Kantenmitten, so werden diese Figuren noch 
immer ein Heptaeder und ein Kubooktaeder mit kongruenten entsprechenden 
Flächen darstellen. Denn je zwei entsprechende Kanten sind gleich, nämlich 
halb so grofi wie die zu ihnen parallele Flächendiagonale des Parallel- 
epipeds, und die Vierecke sind Rechtecke. Geht man vom Heptaeder aus, 
80 sieht man, da£ die Doppelfläche eines beliebigen rechteckigen Heptaeders 
welches also aus einem Oktaeder mit Mittelpunkt und gleich langen unter 
beliebigen Winkeln sich schneidenden Diagonalen entstanden ist, die Um- 
wandlung in ein Kubooktaeder gestattet. Beschränkt man sich auf solche 
Kubooktaeder, deren Ecken Kantenmitten eines Parallel epipeds sind, so sind 
hiermit alle Fälle erledigt, in denen die in Rede stehende Umwandlung 
möglich ist. Denn, wenn wir auch nur ein gewöhnliches Parallelepipedon 
voraussetzen, die Betrachtung eines von den Mitten vierer Parallelkanten 
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gebildeten Parallelogramms — und dieses ist zu zwei Parallelepipedflächen 
kongruent — läßt erkennen, daß wir es mit einem Rhombus zu tun haben, 
da bei der Umformung zum Doppelheptaeder alle vier Seiten mit einander 
zur Deckung kommen. Heben wir aber jene Beschränkung auf, so gibt 
es noch andere Fälle. 

Um die Frage ganz allgemein zu erledigen, bemerken wir zunächst, 
daß jedes konvexe Polyedei\ welches der Doppelfläche eines einseitigen Polyeders 
fld'cheniveise kongruent ist, notwendig einen Mittelpunkt besitzen muß. Wenn 
wir nämlich die Doppelfiäche in der Weise auf sich selbst abbilden, daß 
wir jedem Punkte den mit ihm zusammenfallenden zuordnen, so ist diese 
Abbildung eine flächenweise symmetrisch-kongruente. Daher ist auch das 
aus der Doppelfläche hervorgehende konvexe Polyeder zu sich selbst flächen- 
weise symmetrisch -kongruent. Andererseits sind nach dem Cauchy^chen 
Polyedersatz zwei isomorphe flächenweise kongruente bezw. symmetrisch- 
kongruente Polyeder auch als Ganzes kongruent bezw. symmetrisch-kongruent 
Das von uns betrachtete konvexe Polyeder muß also durch eine symmetrische 
Operation in sich selbst Übergeführt werden können. Diese symmetrische 
Operation vertauscht überdies die Polyederpunkte paarweise, ist also invo- 
lutorisch. Nun gibt es aber nur zwei involutorische symmetrische Ope- 
rationen: Spiegelung an einer Ebene und Spiegelung an einem Punkte 
(Inversion). Läge Spiegelung an einer Ebene vor, so müßte das Polyeder 
zu beiden Seiten der spiegelnden Ebene liegen, also von dieser geschnitten 
werden. Dann hätten wir aber auf dem Polyeder Punkte, die mit den ihnen 
entsprechenden zusammenfallen. Das wäre nur möglich, wenn das Polyeder 
sich selber schnitte, und dies ist durch die Konvexität ausgeschlossen. Es 
bleibt also nur Spiegelung an einem Punkte übrig, und dieser ist alsdann 
Mittelpunkt. — Nehmen wir nun an, es liege ein konvexes Kubooktaeder 
vor, welches sich in die Doppelfläche eines Heptaeders umwandeln läßt, 
bezeichnen wir mit M seinen Mittelpunkt, und behalten wir im übrigen die 
frühere Bezeichnung bei, so enthält dasselbe zwei Vierecke §= }\Z^Y^Z^y 
zwei Vierecke i] = Z^X^Z_X^ und zwei Vierecke ^ = -3l^. J+X_rL.. Wir 
bezeichnen die Diagonalpunkte in diesen Vierecken bezw. durch O^jO^, 0^. 
Es sind dies im ganzen sechs Punkte, welche nach vollzogener Umwandlung 
in einen einzigen Punkt zusammenfallen. Da die Strecken X_^.X^ und X^X^ 
in M halbiert werden, so sind X^X^X^X^ die Ecken eines Parallelogramms 
mit d^m Mittelpunkt M. Auf den Seiten dieses Parallelogramms liegen die 
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vier Punkte O^O^O^O^^ teilen wir in ihnen die Seiten, so erhalten wir acht 
Strecken, die za je vier einander gleich sind. Es müssen nämlich die vier 
von den beiden Punkten A"^ ausgehenden Strecken einander gleich sein, 
weil sie sämtlich beim Doppelheptaeder mit einander zur Deckung kommen, 
und ans demselben Grunde folgt die Gleichheit der vier von den beiden 
Punkten X^ ausgehenden Strecken. Hieraus ergibt sich, daß X^X^X^X^ 
ein Rhombus, O^Ofi^O^ ein Rechteck ist; der Rhombus ist dem Rechteck 
umbeschrieben, seine Ecken liegen in den Winkelhalbierenden der Rechtecks- 
diagonalen. Dieselben Schlüsse gelten für die Vierecke Y^Y^Yj^^Y__ und 
O^O^O^O^^ Z^Z^Z^Z^ und O^O^OJ)^^ woraus sich auch ergibt, daß die 
Punkte O5, 0^, 0^ vom Mittelpunkt M gleichen Abstand haben müssen. Zu 
den bisher für das konvexe Kubooktaeder aus der Voraussetzung der Existenz 
eines flächenweise kongruenten Heptaeders abgeleiteten Bedingungen kommen 
nun noch solche, welche die Form von Ungleichungen haben und sich aus 
der Betrachtung der Winkel ergeben, welche in den Vierecken I, ^, ^ von 
den Diagonalen gebildet werden. Setzen wir 

(5.) ^Y^(\Z,=x, ^Z,O^X^ = y, ^X^OJ^ = z, 

so werden diese Winkel, wenn ein flächenweise kongruentes Heptaeder 
existiert, in diesem als die Seiten eines Dreikants auftreten; sie sind also 
den Ungleichungen unterworfen: 



(6.) 



y + z:>x 

^ + oo'>y 

x + y^z. 



Wenn umgekehrt diese Ungleichungen und die vorher für das Kubo- 
oktaeder abgeleiteten Bedingungen erfüllt sind, so läßt es sich in die Doppel- 
fläche eines Heptaeders verwandeln. Denn zunächst folgt aus dem Bestehen 
der Ungleichungen (6.), daß man ein Dreikant mit den Seiten x^ 3/, z kon- 
struieren kann. Trägt man sodann auf den Kanten desselben vom Scheitel 
aus die in den Kubooktaedervierecken als Teile der Diagonalen auftretenden 
Stücke 0^:^^ = O^JC+, O^Y^^O^Y^, O^Z^^O^Z^, auf den rückwärtigen 
Verlängerungen der Kanten die Strecken O^X_ = O^X-, Oj^Y_^ = O^Y^^ 
O^Z^ = O^Z^ ab, und bezeichnet man die Endpunkte der Abtragungen 
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wiederam mit X^^i\^Z^^X^^Y_^Z_^ so ergibt sich sofort, daß das aus 
diesen Pankten als Ecken konstruierte einseitige Heptaeder mit den durch 
(1.) bezeichneten Flächen dem Kubooktaeder flächenweise kongruent ist, — 
Wir führen nun die Konstruktion eines Kubooktaeders der verlangten Art 
in folgender Weise aus. Um einen Punkt M beschreiben wir eine Kugel 
vom Radios r und ziehen drei nicht in einer Ebene gelegene Durchmesser 
O5O5, 0^0^^ ^c^c- Wir bezeichnen mit S\r]\'C die Ebenen der Rechtecke 
O^O^O^O^^ OjOjO^Oj, OcO^O^O^ oder auch diese Rechtecke selbst, mit 
oc+^x^] y^^y-\ ^4.,^- die Halbierungslinien der Winkel, welche die in §\ri\'C 
liegenden Durchmesser mit einander bilden. Diese sechs Geraden liegen be- 
kanntlich zu je dreien in vier Ebenen; bei der Wahl ihrer Bezeichnung ist 
darauf zu achten, daß das Tripel x^ y_ z^ in einer Ebene liegt, dann gilt 
dasselbe auch flir die Tripel x_.y^z^^ x^y^z^^ x^y^z^. Die bisher kon- 
struierte Figur wollen wir als fest betrachten, nunmehr aber den festen 
Rechtecken 5', V? 'C bewegliche Rhomben X^X^X^X_^ Y_^_Y__}\Y^^ 
Z^Z^Z^Z^ umbeschreiben, deren Ecken Z^, X., 7^., F., ^+, Z^ bezw. auf 
den Geraden x+^x^^y^^y^^z^^z^ gleiten. Als Anfangslage eines solchen 
Rhombus sei diejenige bezeichnet, bei welcher seine Seiten den Diagonalen 
des einbeschriebenen Rechtecks parallel also auch gleich 2r sind und durch 
die Ecken des Rechtecks halbiert werden. Halten wir die drei Rhomben 
in irgend einer ihrer Lagen fest, so bilden ihre Ecken die Ecken eines 
Kubooktaeders, dessen Flächen durch (1.) angegeben werden, und damit 
dasselbe in die Doppelfläche eines Heptaeders verwandelt werden könne, 
ist nur noch notwendig, dafi die unter (5.) definierten Winkel den Un- 
gleichungen (6.) genügen. Nehmen wir nun aber zunächst die Rhomben 
alle drei in ihrer Anfangslage an, so erkennt man sofort, da£ das Kubo- 
oktaeder jene besondere Form hat, welche sich aus einem Parallelepipedon 
mit gleichen Kanten durch Abschneiden der Ecken bis zu den Kantenmitten 
ableiten läfit, man sieht auch sogleich, dafi es dem aus den sechs Punkten 
O5, 0|, 0^, 0^, 0^^ 0^ als Ecken gebildeten einseitigen Heptaeder flächenweise 
kongruent ist. Bei der Anfangslage der Rhomben ist also das Kubooktaeder 
sicher konvex und es bestehen die Ungleichungen (6.). Läßt man jetzt die 
drei Rhomben sich (unabhängig von einander) bewegen, so werden sicher- 
lich, so lange die Abweichungen von der Anfangslage unterhalb gewisser 
Grenzen bleiben, sowohl die Konvexität des Kubooktaeders als auch die 
Ungleichungen (6.) fortbestehen. So lange aber diese Ungleichungen be- 
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Btehen, kanu auch das Kubooktaeder in die Doppelfläche eines einseitigen 
Heptaeders verwandelt werden. Das allgemeinste Kubooktaeder der ver- 
langten Art ist also von 7 Konstanten abhängig. — Unter den verschiedenen 
Lagen, welche die beweglichen Rhomben annehmen können, ist außer der 
Anfangslage noch diejenige bemerkenswert, bei welcher die Seiten der 
Rhomben auf den Diagonalen der Rechtecke senkrecht stehen und daher die 
Vierecksflächen desKubooktaeders von der Kugel vom Radius r berührt werden. 
Es werden alsdann die Winkel .t, y, z gleich den Winkeln zwischen den Flächen 
der aus den Kanten MO^, MO^, MO^ gebildeten Ecke, und die Ungleichungen 
(6.) werden also Ungleichungen zwischen diesen Winkeln. Es läßt sich ferner 
unschwer nachweisen, daß in dem hier betrachteten Falle diese Ungleichungen 
gleichzeitig die Bedingungen fUr die Konvexität des Kubooktaeders darstellen. 



6. Beziehungen zur elliptischen Geometrie, 

Im Vorhergehenden haben wir zwei ein-eindeutige Beziehungen be- 
trachtet: eine solche zwischen dem Kubooktaeder und der Doppelfläche des 
einseitigen Heptaeders, welche flächenweise kongruent ist, und eine Beziehung 
zwischen dem einfachen Heptaeder und der durch ein vollständiges Vierseit 
eingeteilten Ebene. Die letztere ist flächenweise kollinear; es liegt die 
Frage nahe, ob nicht in besonderen Fällen die KoUineationen zu Kon- 
gruenzen werden können. Es kann dies in der Tat eintreten und zwar 
sowohl bei gewöhnlicher als auch bei elliptischer Maßbestimmung. Der 
letztere Fall ist besonders interessant und steht in enger Beziehung zu 
unseren letzten Untersuchungen. Wir wollen dies für einen besonderen 
Fall näher ausfuhren. Zunächst bemerken wir, daß die Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen in der Hauptsache unverändert bleiben, wenn 
wir ihnen statt der gewöhnlichen eine elliptische oder hyperbolische 
Maßbestimmung zugrunde legen. Insbesondere gilt in allen drei Fällen: 

1. Zieht man durch einen Punkt drei Gerade unter rechten W^inkeln, 
und beschreibt man um eine Kugel vom Radius r, so schneidet 
diese die Geraden in 6 Punkten , welche die Ecken eines ans regulären 
Dreiecken und Vierecken zusammengesetzten einseitigen Heptaeders bilden. 

2. Zieht man durch einen Punkt M drei Gerade unter rechten Winkeln, 
ferner diejenigen sechs Geraden, welche die von den drei ersten gebildeten 
Winkel halbieren, so werden diese Winkelhalbierenden von einer um M mit 
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dem Radius q beschriebenen Kugel in 12 Punkten geschnitten, welche die 
Ecken eines aus regulären Dreiecken und Vierecken zusammengesetzten 
konvexen Kubooktaeders bilden. Von den 24 Kanten des Kubooktaeders 
werden vier reguläre Sechsecke gebildet, deren Ebenen durch M gehen. 
3. Hat man sich für die Größe des Radius q entschieden, so kann man den 
Radius r so wählen, daß das Kubooktaeder und die Doppelfläche des 
Heptaeders flächenweise kongruent werden. — Nehmen wir nun elliptische 
Maßbestimmung an, und bezeichnen wir mit n die Länge der ganzen Geraden. 
Lassen wir alsdann den Radius ^ wachsen und mit ihm zugleich den 
Radius r in der Weise, daß die zugehörigen Polyeder — Kubooktaeder und 
Doppelheptaeder — stets flächenweise kongruent bleiben. In dem Augen- 

TK, 

blick, wo p die Länge ^ erreicht, stößt jeder Punkt der Kugel vom Radius p 

mit dem entgegengesetzten Punkte, zusammen, die Kugel degeneriert in eine 
Doppelebene. . In dieselbe Doppelebene degeneriert auch das Kubooktaeder, 
indem die vier regulären Sechsecke in Doppelgerade übergehen. Zwei 
zusammenfallenden Punkten des Doppelheptaeders entsprechen wieder zwei 
zusammenfallende Punkte der Doppelebene, sodaß wir nun auch eine ein- 
eindeutige Beziehung zwischen dem einfachen Heptaeder und der einfachen 
Ebene erhalten, welche flächenweise kongruent ist. Der Radius r der dem 
Heptaeder umbeschriebenen Kugel ist gleich der halben Diagonale in den 

Quadraten also, wie leicht zu sehen, gleich j. 

Wird jetzt das Heptaeder, wie in § 1, längs des Kantenzuges X^ Y_Z^ 
X_Y_^Z^X^ aufgeschnitten und in eine Ebene ausgebreitet, so werden sich 
die Schnittstellen wieder zusammenfügen, aus der Gesamtfläche wird eine 
Ebene. Wir wollen fernerhin dieses Heptaeder und alle, welche diese Eigen- 
schaft mit ihm gemein haben, als „abwickelbar'' bezeichnen. Es ist jedoch 
wohl zu beachten, daß eine kontinuierliche Überführung eines Heptaeders 
in eine Ebene ohne Zerschneidung niemals möglich ist, auch wenn während 
der Bewegung Änderungen der Längen zulässig sind. Dies beruht darauf, 
daß schon unter den geschlossenen Linien des projektiven Raumes zwei 
wesentlich verschiedene Arten existieren: die Linien der ersteren Art (paare 
Züge) werden von jeder Ebene und überhaupt von jeder geschlossenen 
Fläche in einer geraden Anzahl von Punkten- geschnitten, die Linien der 
zweiten Art (unpaare Züge) von jeder Ebene in einer ungeraden Anzahl voiw- 
Punkten. Nur Linien derselben Art lassen sich kontinuierlich (ohne Zer- 
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schneiden) in einander überführen, nnd ebenso vermag eine KoUineation die 
Art einer Linie nicht zu ändern. Entsprechend hat man Flächen erster Art, 
welche nur geschlossene Linien der ersten Art, und F'lächen zweiter Art, 
welche auch geschlossene Linien der zweiten Art enthalten, zu unterscheiden. 
Jede bei einer gewöhnlichen Maßbestimmung ganz im Endlichen liegende 
geschlossene Linie oder Fläche, daher auch jede zu einer solchen Linie 
oder Fläche kollineare ist von der ersten Art. Zwischen Heptaeder und 
Ebene besteht also der rein topologische Unterschied, daß das Heptaeder 
eine Fläche der ersten, die Ebene eine solche der zweiten Art ist. 

Die Aufgabe, mit der wir uns hier beschäftigen wollen, ist die 
Bestimmung aller abwickelbaren einseitigen Heptaeder bezw. aller Gebietsein- 
teilungen einer Ebene, welche durch Abwickelung eines Heptaedei^s entstehen 
können. Nach den Ausführungen in § 4 und in Anbetracht des Umstandes, 
daß Kongruenz nur ein spezieller Fall der KoUineation ist, ist klar, daß 
nur solche Gebietseinteilungen in Frage kommen können, welche durch ein 
vollständiges Vierseit hervorgebracht werden. 

Wir behandeln die Aufgabe zunächst für die gewöhnliche Geometrie, 
behalten die früheren Bezeichnungen bei und nehmen an, es läge ein 
Heptaeder und eine ihm flächenweise kongruente Einteilung einer Ebene e 
vor. Den in den Flächen |,?y, ^ von b liegenden Diagonalpunkten 0^, 0^, 0^ 
entsprechen auf dem Heptaeder drei in einen Punkt zusammenfallende 
Punkte. Wegen der Kongruenz der Abbildung müssen, je nachdem ein 
endlicher oder unendlich ferner Punkt ist, die Punkte 0^,0^,0^- entweder 
alle drei im Endlichen liegen oder alle drei unendlich fern sein. Letzteres 
ist aber ausgeschlossen, da 0^, 0^, 0^ nicht in einer Geraden liegen können, 
und es sind also Ot, 0,^, 0^ endliche Punkte. Auf den Seiten des Diagonal- 
dreiecks O^O^O^ liegen die Eckenpaare X^, Jf_; 7^., 7_; Z^^Z^ des Vier- 
seits so, daß sie durch die Ecken des Dreiecks harmonisch getrennt werden. 
Nehmen wir an, daß die auf den endlichen Seiten von O^O^O^ liegenden 
Vierseitsecken X^^Y^^Z^ seien. Dann müssen die Gleichungen bestehen 

weil diese in e liegenden Streckenpaare bezw. gleich den Strecken 0X+., 
O J^., 0Z_^. der Heptaederfigur sein müssen. Es sind daher in e die Punkte 
■X^^ F^., Z^ Seitenmitten des Dreiecks O^O^O^^ woraus weiter folgt, daß 
-2L| IL, Z^ ins Unendliche fallen. 

40* 
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Wir können dieses Resultat auch auf Grund einer allgemeinen Über- 
legung herleiten. Nehmen wir an, es läge irgend eine polygonale Einteilung 
der Ebene f vor, und es existiere ein Polyeder der ersten Art (welches also 
nur paare Züge enthält), welches der Einteilung von « flächenweise kon- 
gruent ist, dann ist leicht zu sehen, daß die unendlich ferne Gerade von £ 
vollständig aus Kanten der polygonalen Einteilung zusammengesetzt sein mnfi. 
Andernfalls nämlich könnte man eine Gerade ^ in £ ziehen, deren unendlich 
ferner Punkt auf keiner f]inteilung8kante läge. Üiese Gerade würde durch 
die Einteilung von e in eine Anzahl von Strecken eingeteilt werden, und es 
würde ihr auf dem Polyeder ein geschlossener aus ebensovielen Strecken 
sich zusammensetzender Zug entsprechen. Dieser Zug würde wie g einen 
einzigen unendlich fernen Punkt enthalten, und dieser würde keine Ecke 
sein sondern im Innern einer Strecke liegen. Der geschlossene Zug wäre, 
weil er die unendlich ferne Ebene in einem Punkte schneidet, ein unpaarer, 
entgegen der über das Polyeder gemachten Voraussetzung. Diese Betrachtung, 
welche sich leicht nach verschiedenen Richtungen verallgemeinern läßt, zeigt 
auf unseren Fall angewandt, sofort, daß eine der Geraden des VIerseits die un- 
endlich ferne sein muß, woraus dann wieder folgt, daß die von den drei andern 
gebildeten Ecken die Seitenmitten des Diagonaldreiecks 0^0 ^0^ sein müssen. 

Vergleichen wir weiter die ebene Figur mit dem Heptaeder, so sehen 
wir, daß die Winkel des endlichen Dreiecks 0^0,.0^ in e in der Heptaeder- 
figur als Seiten eines Dreikants erscheinen. Sie sind daher der Bedingung 
unterworfen, daß die Summe zweier von ihnen größer als der dritte ist, 
mit andern Worten, sie müssen spitz sein. Da diese Winkel mit denen des 
Dreiecks X^Y_^Z^ übereinstimmen, so haben wir den Satz: 

Damit bei gewöhnlicher Maßhestimmimg eine Vierseitseinteüung die 
Abwickelung eines Hepiaeders darstellen könne, muß notwendig eine Gerade 
des Vierseits die unendlich feinie und das von den drei andern gebildete end- 
liche Dreieck spitzivinkllg sein. 

Aber diese Bedingungen sind auch hinreichend. Denn sind sie erfüllt, 
so kann man zunächst eine dreiseitige Ecke konstruieren, welche die Winkel 
des Dreiecks X^i\Z^ zu Seiten hat. Macht man alsdann die Kanten der 
Ecke entsprechend gleich den Dreiecksseiten, bezeichnet mit ^+, F^,Z^ 
ihre Endpunkte, verlängert sie rückwärts über den Scheitel ins Unendliche 
und bezeichnet mit J!L, Y^^Z__ ihre unendlich fernen Punkte, so ist sofort 
zu sehen, daß die Flächen des aus den letztgenannten Punkten als Ecken 



(7.) 
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konstruierten Heptaeders den gleiehbezeichneten der Vierseitseinteilung kon- 
gruent sind. 

Ganz ähnlieh gestaltet sieh die Untersuchung, wenn wir statt der 
gewöhnlichen Maßbestimmung eine elliptische zugrunde legen. Nehmen wir 
alsdann wieder an, es läge die ebene Abwickelung eines Heptaeders vor. 
Dann müssen zwischen den in dieser auftretenden Strecken, wie die Ver- 
gleichung beider Figuren lehrt, die Gleichungen bestehen: 

O^X^^O^^X^, OJ^^O^Y^, O^l^^O^Z^. 

Ferner müssen die durch (5.) angegebenen Winkel x^ t/, ^r, da sie 
beim Heptaeder als Seiten eines Dreikants auftreten, den Ungleichungen (6.) 
genügen. Sind andererseits diese Bedingungen erfüllt, so kann man zu- 
nächst ein Dreikant mit den Seiten x^ y^ z konstruieren. Wenn man sodann 
auf dessen Kanten und ihren rückwärtigen Verlängerungen die unter (7.) 
bezeichneten Strecken entsprechend abträgt, so gelangt man zu den Ecken 
eines mit der Vierseitseinteilung ilächenweise kongruenten Heptaeders. 

Den Bedingungen (6.) können wir eine mehr symmetrische Form 
geben, indem wir die Nebenwinkel x\ y\ z* von x^ y, z einführen. Sie lauten 

alsdann : 

x+y +z<C27i 

x + y'+z'<:2n 
x'+y + z'<:2n 
x'+y'+z<:2n 

und besagen, da£ in jedem der vier Dreiecke, in welche die Ebene durch 
die drei Geraden 0^0^, 0^0^^ ^5^9 eingeteilt wird, die Winkelsumme <Z2n^ 
also der sphärische Exzeß <Zn sein mu£. Da nun der Inhalt der ganzen 
Ebene es 2 71, der Inhalt eines Dreiecks gleich seinem sphärischen Exzeß 
ist, so besagen jene Bedingungen, daß ein jedes der vier Dreiecke inhaltlich 
kleiner als die halbe Ebene sein muß. Werden also 0^, 0^, 0^ nur diesen 
Ungleichungen gemäß, sonst willkürlich gewählt, so bilden die Seitenmitten 
der zugehörigen vier Dreiecke die Ecken eines vollständigen Vierseits, 
welches die Abwickelungsfigur eines Heptaeders darstellt; und man hat so 
ein Vierseit der verlangten Art in allgemeinster Weise konstruiert. Nimmt 

man insbesondere die Ecken O^, 0^, 0^ in den Abständen ~ von einander an, 
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80 werden die zugehörigen Dreiecke regulär und kongruent, ihre Winkel 
rechte, das aus ihren Seitenmitten als Ecken konstruierte vollständige Vier- 
seit gibt eine Einteilung in reguläre Dreiecke und Vierecke. Wir haben 
also den besonderen Fall, den wir im Anfange dieses Paragraphen als 
Grenzfall aus einem Kubooktaeder hergeleitet haben. Es ist aber leicht zu 
sehen, daß man auch die allgemeine Lösung der hier behandelten Aufgabe 
in der gleichen Weise als Grenzfall eines mit der Doppelfläche eines Hep- 
taeders flächenweise kongruenten Kubooktaeders herleiten kann, am ein- 
fachsten, indem man von denjenigen Kubooktaedern ausgeht, die ganz am 
Ende von § 5 erwähnt wurden. 

Wir wollen noch eine andere Lösung unserer Aufgabe mitteilen, bei 
welcher die für die Konstruktion lästigen Nebenbedingungen vermieden 
werden. In § 4 wurde gezeigt, daß es nur auf eine Art möglich ist, das 
einseitige Heptaeder auf die Vierseitseinteilung einer Ebene 6 flächenweise 
kollinear abzubilden, und daß, wenn die 7 Kollineationen Über die begrenzten 
Flächen hinaus in die unbegrenzten. Ebenen fortgesetzt werden, die 7 unter 
(4.) angegebenen Vierseite in das Vierseit in e übergehen. Hier haben wir 
es nun mit dem Fall zu tun, wo diese Kollineationen, so weit sie sich auf 
die begrenzten Heptaederflächen beziehen, Kongruenzen sind. Dann sind 
sie es aber auch in ihrem ganzen Umfange, und wir haben den Satz: 

Wenn das einseitige Heptaeder abwickelbar ist, so sind die unter (4.) 
angegebenen Vierseite, welche die negativen Oktaederebenen «', /?', /, (T 
aus den Heptaederebenen ausschneiden, dem bei der Abwickelung sich er- 
gebenden Vierseite kongruent. 

Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit derjenigen in den Vierseiten 
auftretenden Kanten, welche nach Unterdrückung des Index oo gleiche Be- 
zeichnung tragen, also 

Y^ Z^ = y * Z^ = Y^ Z^ = Y^ /> *, usw., 

hieraus wieder ergibt sich , daß auch das auf ** durch a\ ß\ y\ ()' aus- 
geschnittene Vierseit XIY^Z^^ X^YIZ^^ X^Y^ZZ^ XZYZZZ den 
übrigen genannten kongruent ist. — Betrachten wir nun die in den Ebenen 
^'j ß'i /? ^' liegenden vollständigen Vierseite 

[(«') X:}\Z„ X_YIZ^, X_)\Zl, XIYIZI; 
W) XIY_Z^, X^YIZ^, X^Y.Zl, XIYIZI; 
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i(r') Xll\Z_, X^YIZ_, X^Y^Zl, XIYIZI-, 
\(ß') X1Y_Z_, X_Y1Z_, X_Y_Z1, XIYIZI. 
Die in diesen vorkommenden Diagonalen 

X_X1, X^Xl, F_n, Y^Yl, Z.Zl, Z^Zl 

sind identisch mit den Schnittgeraden 

(«','n, (ß\r'). (ß.^'). (/.«'), (/,^'), («',/^'), 

die Diagonalpunkte sind daher die Ecken des Tetraeders ceß'y\)\ und es 
werden also die Punktepaare X_XZ^ ^+^*? ü J 1, }\Y!^^ Z^ZZ^ Z^Z^ 
durch die Ecken des Tetraeders harmonisch getrennt. Dies gilt für jedes 
Heptaeder. In dem jetzt betrachteten Falle zeigt es sich aber, daß in 
jedem der bei den Vierseiten (8.) auftretenden einfachen Vierecke z. B. 
-3l* IL-X^+n je zwei gegenüberliegende Seiten gleich sind, woraus mittels 
Dreieckskongruenzen folgt, daß die Diagonalen einander halbieren. Der 
Schnittpunkt ist aber, wie wir sahen, eine Ecke des Tetraeders aß^'d'. 
Betrachten wir daher eine der Diagonalen z. B. X^ X^^ so sehen wir, daß 
die beiden auf ihr gelegenen Tetraederecken die Mittelpunkte der beiden 
Verbindungsstrecken von X^ mit X* sind. Die beiden Verbindungsstrecken 
der betrachteten Tetraederecken sind mithin einander gleich, also gleich der 

Hälfte der ganzen Geraden d.i. =^. Da dies für jedes Eckenpaar des 

Tetraeders a'(3'y^ gelten muß, haben wir den Satz: 

Soll das einseitige Heptaeder abwickelbar sein, so iniissen die Ecken 
des zugehörigen Tetraeders dei' negativen Oktaederflächen «', ß\ y\ d' die 

Abstände -^ von einander haben. 

Wir wollen zeigen, daß diese Bedingung auch hinreichend ist, daß 
also die Abwickelbarkeit des Heptaeders lediglich von der Beschaffenheit 
des Tetraeders dßy'S' abhängt. Um dies in übersichtlicher Weise darzutuu, 
gehen wir von der Konstruktion eines beliebigen einseitigen Heptaeders aus. 
Wir können dieselbe leisten, indem wir die mit dem Heptaeder verbundenen 
Ebenen a\ß\y\^\e'^ als Ebenen in allgemeiner Lage, sonst willkürlich 
annehmen. Als Schnitte der Ebene e* mit den Kauten («', (5*'), (/^', /), 
(ß\^')^ (r',«'), (rJ')^ («'»/^') des Tetraeders a'ßyS' erhalten wir sodann 
die Punkte XI, XI, JZ, Yl/Zl, ZI und endlich die Ecken X_, X^, 1_, i\, 
^_, Z^ des Heptaeders als diejenigen Punkte derselben Kanten, welche von 
den erstgenannten Punkten durch die Tetraederecken harmonisch getrennt 
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werden. — Es wird ferner der Kaum durch die vier Ebenen a\ ß\ y\ J' in 
8 Gebiete, begrenzte Tetraeder, eingeteilt, und jede fünfte Ebene von all- 
gemeiner Lage dringt, wie die auf ihr ausgeschnittene Vierseitseinteilung 
zeigt, in 7 dieser Gebiete ein, in das achte nicht. So auch die Ebene 6*, 
und man erkennt leicht z. B. an dem speziellen Fall in § 1, wo b"^ die un- 
endlich ferne Ebene ist und das Heptaeder innerhalb des endlichen Tetraeders 
a'fiy'8' liegt, daß in jedem Falle das Heptaeder in demjenigen von den 
8 Gebieten vollständig enthalten ist, in welches die Ebene «* nicht eindringt. 

Wenn nun die Abstände der Ecken von a'/3yj' gleich -^ sind, so 

sind die 8 in Rede stehenden Tetraeder regulär und unter einander kon- 
gruent, die in ihren Flächen auftretenden Winkel sämtlich rechte, die 
Schnittgerade zweier der Ebenen «', ß\ y\ d* steht senkrecht auf den beiden 
andern, und zwei auf ihr gelegene Punkte sind dann durch die auf ihr 
liegenden Ecken harmonisch getrennt, wenn diese die Mitten der Verbindungs- 
strecken jener Punkte sind. Zwei solche Punkte sind daher Spiegelbilder 
zu einander bezüglich jeder der beiden Tetraederebenen, welche nicht durch 
sie hindurchgehen, während bezüglich der beiden andern jeder natürlich sein 
eigenes Spiegelbild ist. Wenden wir dies auf die Punktepaare X__XZ^ 
X^X"^^ Y^YZ^ Y^Yl^Z_ZZ^Z^Zl an, so erkennen wir, daß die in «,/?, 
y, d\ ^, ^, ^, «* enthaltenen, durch a', /?', y\ J' ausgeschnittenen Vierseite durch 
Spiegelung an diesen vier Ebenen nur unter einander vertauscht werden, 
und zwar ist jede der vier Ebenen a, /?, y, ^ das Spiegelbild jeder der vier 
Ebenen ^*, ?;, ^, c* bezüglich einer der vier Ebenen a\ ft\ /, J'. Aus alledem 
folgt, daß die 8 Vierseite einander kongruent sind und ebenso also diejenigen 
einfachen Vierecke und Dreiecke, welche nach Unterdrückung des Index oo 
gleiche Bezeichnung haben. Mithin ist auch das Heptaeder mit den Flächen 
(1.) zu der Einteilung von ** flächen weise kongruent. 

Hiernach gelangen wir zu der folgenden allgemeinen Konstruktion: 

Man nehme vier Punkte 4', R\ C\ U in den Abständen -^ von einander an 

und eine Ebene s\ welche durch keinen von ihnen hindurchgeht, sonst aber 
ganz beliebig ist. Durch die Ebenen «'= ECU, ß'= CDA, /= UA'Ii\ 
J'= A!B'C wird der Kaum in 8 Tetraeder eingeteilt, in deren eines — es 
heiße T — die Ebene «' nicht eintritt. Durch wiederholte Spiegelung von 
t' an den Ebenen «', ß\ y\ d^ entstehen 7 weitere Ebenen; die in T gelegenen 
Teile derselben bilden ein einseitiges abwickelbares Heptaeder, für welches 
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6* = «' wird, und die Abwickelang ergibt die Vierseitseinteilung, welche 
sowohl in b* als auch in den Heptaederebenen auftritt. 

Natürlich erhalten wir in jedem der 8 von a\ ß\ y\ tJ" gebildeten 
Tetraeder durch Zusammenfassen der darin enthaltenen Teile der Ebene b 
und ihrer Spiegelbilder ein abwickelbares Heptaeder; alle diese Heptaeder 
gehen durch die Spiegelungen in einander Über und die zugehörigen Ebenen e"^ 
sind die 8 Ebenen, aus deren Teilen sie sich zusammensetzen. 

Aligemein gehen durch Spiegelungen eines beliebigen Punktes an 
den Ebenen a\ ß\ y\ d' insgesamt 8 Punkte hervor, welche sich auf die 8 
von diesen gebildeten Tetraeder verteilen. Bezeichnen wir wieder mit 7' 
eines dieser Tetraeder und bilden wir den ganzen Raum acht-eindeutig auf 
T ab, indem wir jedem Punkte denjenigen seiner Spiegelpunkte zuordnen, 
welcher in T liegt, so wird eine Gerade, da sie durch die Schnittpunkte 
mit «', ß\ y^ d' in vier Abschnitte zerföUt, in T einen aus vier Strecken be- 
stehenden geschlossenen Zug als Bild liefern. Es ist klar, daß dieser Zug 
den Weg eines Lichtstrahls bezeichnet, der sich innerhalb T bewegt und an 
den Grenzflächen von T reflektiert wird. Lassen wir von einem Punkte 
innerhalb T ein ebenes Lichtstrahlenbüschel ausgehen, so werden die Strahlen 
in ihrem gesamten Verlauf eine Fläche erfttUen, welche als Abbildung einer 
Ebene des Raumes ein einseitiges abwickelbares Heptaeder darstellt. Haben 
wir femer im Räume irgend eine zusammenhängende Fläche F^ so ist ihr 
Bild in T ebenfalls zusammenhängend, die einzelnen Teile von <P sind zu 
den entsprechenden von F kongruent bezw. symmetrisch. Auf der Fläche 
sind, wie überhaupt in T nur paare Linienzüge möglich. 

Alle diese Betrachtongen sind mit ganz geringfügigen Modifikationen 
auch auf den Fall der gewöhnlichen MaJ3bestimmung anwendbar. Insbesondere 
ergibt sich auch hier, da£ die Abwickelbarkeit des Heptaeders nur von den 
zugehörigen negativen Oktaederebenen abhängt. Von diesen müssen drei 
auf einander senkrecht stehen, di^ vierte mu£ ins Unendliche fallen. Nimmt 
man also drei zu einander senkrechte Ebenen «', ß\ / an, ferner eine Ebene «', 
welche weder durch den Schnittpunkt von «', ß\ y geht, noch zu einer der 
Schnittgeraden parallel ist, und fa£t man alle diejenigen Teile von s' und 
den aus e' durch (wiederholte) Spiegelungen an «', ß\ / hervorgehenden 
Ebenen, welche in einen und denselben Oktanten fallen, zusammen, so hat 
man damit auf allgemeinste Weise ein abwickelbares einseitiges Heptaeder 
konstruiert. 
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algebraischen Kurve beliebiger Klasse 126. 171 — 193 

Preisaafgabe 

der Fürstlich Jahlonowskischen Gesellschaft für das Jahr 1906 . . . 126. 163. 
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Buchhandlung für Naturwissenschaften und Mathematik 

offerieren : 

Acta Mathematica. Vol. 1—24. 1882—1900. 4. d.-rel. et br M. 300.— 

American Journal of Mathematics ed. by Sylvester, Peirco, New comb. 

Vol. 1—17 and Index. Baltimore 1878—94. 4» M. 460.— 

Annalen, Mathematische, von Clebsch und Neumann. Band 1—27. 1869—86. 

Hlnwdb M. 640.— 

Annalen der Physik von Poggendorff undWiedemann. Jabr^. 18():5— 1900, 

mit Jubelband und Registern, gebd. und br M. 950. — 

— Beiblätter zu den Annalen der Pbvsik von Wiedemann. Band 1 — 24. 

1877—1900. (420 M.) . . . . "^ M. 280.— 

Annales de Mathfmatiques pui'es et appliquees red. p. Ger gönne. 22 vols cplt. 

1810—31. 40. cart M. 1250.— 

Annales, Nouvelles, de Math£matiques, p. Ter quem, Gerono, Pronbet. 

Tome 1 h 47. 1842—88. (705 Fr.) dem. rel. et br M. 390.— 

Annali di Matematica, di B.Tortolini. 8 voll. Nuova Serie 7 voll. 4«. 1850—65 M. 360.— 

— dir. da Brioschi e Cremona. Vol. 1—22. 1867—92. 4« M. 400.— 

Bibliotheca Mathematica, p. Eneström. 6 vols. 1884—89. d.-rel M. 20.— 

Bulletin des Sciences mathem. pbys. p. Ft^russac, 16 vols. cpl. 1824 — 31 . . M. 75. — 
Cambridge Mathemat Journal. Ed. by Ellis, Gregory, Cayley etc. 4 vols. 

1839 — 43. — The Cambridge and Dublin Mathemat. Journal, ed. by Sir 

W. Thomson and Ferrers. 9 vols. 1846 — 54. — Lwdb M. 400. — 

Catalogue of Scientific Papers pubUshed in 1800— 18a3. Ed. by tbe Royal 

Society of London. 12 vols. 4. 1867— 19(.>2. Lwdbde. (270 M.) . . . . M. 210.— 

Correspondance math. et phys., publ. p. A. Quetelet et Garnier (Cbasles, 

Verhulst etc.). Complete en 11 vols. 1825—39 M. 210.— 

Encyclopädie der mathemat Wissenschaften, herausgegeben von \V. Meyer, 
Burkhardt, F. Klein u. a. Band 1 — 5 in 10 Teilen soweit bis 1904 er- 
schienen 1898—1904. Hfz. u. br. (126 M.) M. 96.— 

Encyclopädie der Naturwissenschaften (Mathematik, Physik und Astronomie) 
von Schlömilch, Valentiner, Winkelmann u. a. 43 Bände. 1880 — 99 
(ungeb. 615 M.) Schönes Expl. in Orig.-Hlbfr/b M. 180.— 

Fortschritte der Physik, von der physikal. Gesellschaft in Berlin. Jahrg. 1 — 36: 

1845—80 mit Reg. (ungeb. 560 M.) Schönes Expl. in Hlbfrzbd. . . . M. 300.— 

— Dieselben Jahrgänge 37—55: 1881—99 br. (1261 M.) M. 690.— 

Jahrbuch fiber die Fortschritte der Mathematik, herausgeg. von Ohrtmann, 

Müller, Lampe u. a. Jahrgang 1 — 27: 1868—99 (ungeb. 600 M.) 

Hlbfrzbd. Schönes Exemplar M. 350.— 

Journal de l'Ecole Polytechnique. Vol. 1—50 av. table. 1796—1870. 4. cart. M. 460.— 
Journal de Math£matiques p. Liouville. Serie I et II. 39 vols. 1836 — 74. 4. 

(1170 Frcs.) M. 540.— 

Journal ffir Mathematik, von Grelle und Borchardt, Weierstrass u. a. 

Band 1—124. 1826—1902. 4». Mit Generalreg. gebd. Originaldruck . M. 2200.— 

— dasselbe, Band 58—106. 1860—91. 40. Originaldruck M. 650.— 

Naturae Novitates. Vollst. Bibliographie der Naturgeschichte, Mathematik, 

Physik etc. Jahrg. 1—26. 1879— 1904 mit aiphabet. Register (104 M.) . M. 74.— 
Philosophical Transactions of the Royal Society of London. From the beginning 
in 1665 to 1878 at large (unabridged) 168 vols. 40. Complete Set of the 

whole Series, bound hf. cf. and cloth M. 3780. — 

— Proceedings of the Royal Society of London. Vol. 1—72. 1800—1904 . . M. 620.— 
Zeitschrift ffir Mathematik und Physik, herausgeg. von Schlömilch und Cantor. 

Jahrg. 1—45. 1856—1900. Mit 8 Supplem. und Generalreg. Hlnwdb. u. br. M. 680.— 
Zeitschrift für mathematischen und naturwiss. Unterricht, von Hoff mann. 

Jahrgang 1—17. 1870—86 M. 180.— 

Vorrätig bei R. Friedläüder & Sohn in Berlin NW. 6, Karlstraße 11. 
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Ti^ine bedeutende Verbreitung haben die Lehrbücher der Mathematik von 
Professor Dr. Spieker gefunden ; sie werden an ©tWft OOO 

deutlSClteil i^ehllleil benutzt. Die allgemein als vorzüglich 
anerkannte methodische Anordnung, die knappe, klare Form und die zahlreichen 

gut ausgewählten Übungsaufgaben sind die Ursachen dieses fl^lTOlSlS* 
artlg^en Erfolg^eiS. wir führen folgende Ausgaben: 



1. IjehrbuGh der ebenen Geometrie 

mit Übungsaufgaben für höhere Lehranstalten. 

Ausgabe A. 28. Aufl. 162.— 171. Tausend. 

18 Bog. Mk. 2.r)0, geb. Mk. 3.—. 
Diese Ausgabe ist besonders für Realgymnasien 
und Oberrealschulen bestimmt; sie schließt mit den 
metrischen Relationen der Figuren am Kreise ab. 

2. Ijehrbneh der ebenen Geometrie 
Ausgabe A. 3ter und 4ter Kursus, Separataus- 
gabe. 61/2 Bog. Mk. 1.20, geb. Mk. 1.60. 

3. Ijehrbneh der ebenen Geometrie 
mit Übungsaufgaben für höhere Lehranstalten. 
Ausgabe ß für mittlere Klassen. 10. Aufl. 35. bis 
39. Tausend. 12 Bog. Mk. 1.75, geb. Mk. 2.20. 

Diese Ausgabe, welche mit den metrischen 
Relationen am Dreieck abschließt, ist für Real-, 
Bürger- und Mittelschulen bestimmt. 

4. JLehrbneh der ebenen Geometrie 
Ausgabe C. Für abgekürzte Kurse. 3. Aufl. 5. und 
6. Tausend. 13 Bog. Mk. 2.—, geb. Mk. 2.50. 

Ausgabe C lehnt sich an den neuen Lehrplan 
an, bietet den Stoff der Ausgabe A in etwas ge- 
kürzter Form und wird viel von Gymnasien benutzt. 



5. liehrbueh der ebenen und'sphft- 
risehen Trigonometrie mit Übungsauf- 
gaben für höhere Lehranstalten. 6. Aufl. 12. bis 
14. Tausend. 10 Bog. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.80. 
O. liehrbneh der Stereometrie mit 
Obungsaufgaben f. höhere Lehranstalten. 4. Aufl. 
7.— 9.Tausend. 7V4Bog. Mk. 1.60, geb. Mk.2.— . 
Sämtliche Ausgaben sind mit vielen in den 
Text gedruckten !• iguren von großer Anschaulich- 
keit versehen. 

7. liehrbneh der Arithmetiic und Al- 
gebra mit Übungsaufgaben für höhere Lehran- 
stalten. Teill. 5. Aufl. 9.— lO.Tausend. 153/4Bog. 
Mk. 2.—, geb. Mk. 2.50, Teil II ö. Aufl. 9.— 10. 
Taus end. 10 Bog. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.80. 

IPIT" Zur Prüfung behufs Einführung werden 
obige Bücher stets unentgeltlich abgegeoen. 

8. Kurze Anleitung zum I^ösen der 
Obungsaufgaben des Lehrbuchs der ebenen 
Geometrie. 3. Aufl. Mk. 1.20, kart. Mk. 1.40. 

Diese Anleitung bezieht sich auf die Ausgaben 
A, B u. C und ist so gehalten, daß sie auch Schülern 
unbedenklich in die Hand gegeben werden kann. 



Sonstige mathematisehe Werke; 



W. Adam, Geometrisehe AnaljNis und 
Synthesis. Sammlung von 636 planimetri- 
schen Konstiaiktionsauf gaben mit rein-geome- 
trischer Lösung. 2. Aufl. brosch. Mk. 4. — , geb. 
Mk. 4.40. 

Dr. O. Janiseh, Aufgaben aus der 
analytischen Geometrie d. Kbene, 
mit den Resultaten für höhere Schulen und 
zum Selbstunterricht. Mit 174 Fig. 200 Seiten. 
Mk.3.— , geb. Mk. 3.30. 

Dr. H.Funl&e, Die analytische u. pro- 
JektiTische Geometrie der Ebene, 
die Kegelschnitte auch nach der Methode der 
darstellenden und der elementar-synthetischen 
Geometrie mit Obungsaufgaben für höhere 



Lehranstalten und für den Selbstunterricht. 108 
Seiten. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.70. 
Wilh. Janisch, Geometrische Auf- 
gaben zur Lehre von der Proportionalitat der 
Größen. (Streckenteilung, vierte und mittlere 
Proportionale, Ähnlichkeit d. Figuren, Strecken 
am Kreise, stetige Teilung.) 6V4 Bog. Mk. 1.60, 
geb. Mk. 1.75. 

Der Verfasser hat seine Aufgabensammlung 
im unmittelbaren Anschluß an den Unterricht und 
von dem Grundsatze aus gesammelt, daß das Nene 
geübt und das schon Dagewesene dabei wiederholt 
werden müsse. Die Lösungen der Fnndamental- 
aufgaben zeigen z. T. neue, infolge ihrer Einfach- 
heit höchst elegante Konstruktionen. 



Sonstige wissenschaftliche Werke: 



Professor E.Hftusser, liCbend. Gram- 
matik« Schulmethode für die lebenden 
Sprachen. Separatabdruck aus der Zeitschrift 
„Der Unterricht". 35 Seiten, 80 Pf. 
Der Verf. tritt in seiner Abhandlung für eine Ver- 
schmelzung der älteren mit der jetzigen Methode in 
d.Behandlung der modernen Fremdsprachen ein und 
hat mit seinen Ausführungen vielen Beifall gefunden. 
Direktor Prof. Hermann (Schütz, So- 
phokleische Studien. Krit. - exegetische 
Untersuchungen der schwierigeren Stellen in den 
Tragödien des Sophokles. 452 Seiten. Mk. 2.—. 
Der Verfasser hat in seinem Werke die Erfah- 
rungen einer zwanzigjährigen Tätigkeit niedergelegt 
u. erleichtert mit seinen Aufzeichnungen wesentlich 
das Verständnis der schwierigeren Stellen. 



Oberlehrer Dr. Fr. Jahn, Das Pro- 
blem des Komischen in seiner ge- 
schichtlichen Entwicklung. 8V2Bog. 
Mk.2.— geb. Mk.3.— . 
Des Verfassers Arbeit ist eine höchst verdienst- 
volle. Sie zeichnet sich durch vorzügliche Gruppie- 
rung, reiches Quellenmaterial und zweckmäßige 
Gegenüberstellung der verschiedenen Theorien auf 
diesem Gebiete aus. 

Direktor Dr. H. Walsemann, Metho- 
disches Lehrbuch der Psychologie. 
12V2 Boff. Mk. 2.50, geb. Mk. 3.—. 
Dieses Lehrbuch bringt die neuesten Erfahrungen 
und Anschauungen zur Geltung und hat sich schnell 
und gut eingeführt. Von Fachleuten sind seine 
Vorzüge in warmen Worten anerkannt worden. 



A. Steines Terlagsbuehhandluiig, Potodam* 
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Veriafl »on Friedr. VIeweg & Sohn In Braunschwelg. 

= Neuere Erscheinungen. = 



Biernmnii, Prof. Dr. Otto, Torlesmig^en 
über mathematische N^ähe- 
rnni^iiiuethoden. Mit 35 Abbil- 
dungen. iM. 8. — , geb. in Lnwd. M. 8.80. 

Dedekind, Prof. Richard, (Stetigkeit 
und irrationale Zahlen. 3. Auf- 
lage. M. 1. — . 

Dirichlets, G. Lejeune-, Torlesnng^en 
über die I^ehre von den ein- 
fachen und mehrfachen be- 
Sfttininiten Integralen. Heraus- 
gegeben von G.Arendt. MitAbbildungen. 
M. 12. — , geb. in Lnwd. M. 13. — . 

— Torlesnng^en über Zahlen- 
theorie. Herausgegeben und mit Zu- 
sätzen versehen von Prof. R. Dedekind. 
4. umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
M. 14.—, geb. in Halbfrz. M. 16. — . 

Fricke, Prof. Dr. Robert, llaupt»iätze 
der Difierential- und Integral- 
rechnung^ als Leitfaden zum Gebrauche 
bei Vorlesungen zusammengestellt. 4. Auf- 
lage. Mit 74 Figuren. M. 5. — , geb. in 
Lnwd. M. 5.80. 

GfiBfeldt, Prof. Dr. Paul, «rundzüge 
der astronomisch - geogra- 
phischen Ortsbestimmung auf 

Forschungsreisen und die Entwicklung der 
hierfür maßgebenden mathematisch-geo- 
graphischen Begriffe. Mit 95 Abbildungen. 
M. 10.—, geb. in Halbfrz. M. 12.—. 

Klinkerftaes, Prof. Dr. W., Theoreti- 
sche Astronomie. 2. neu bear- 
beitete und vermehrte Auflage von Dr. 
H. Buchholz. Mit dem Bildnis des 
Verfassers und in den Text eingedruckten 
Abbildungen. M. 34. — , geb. in Halbfrz. 
M. 36.—. 

Kneser, Prof. Adolf, I^ehrbuch der 
Tarlationsrechnung. M i t 24 A b- 

bildungen. M. 8. — , geb. in Lnwd. M. 9. — . 

Lä8ka, Dr. W., ISammlung von For- 
meln der reinen und ange- 
wandten Mathematik. Mit 3 Taf. 
M. 26.—, geb. in Halbfrz. M. 28.—. 

liOgarithmen, Tier- und fünf- 
stellige, nebst einigen physikalischen 
Konstanten. Kartoniert M. — .80. 



Marcuse, Dr. Adolf, Handbuch der 
geographischen Ortsbestim- 
mung für Geographen und Forschungs- 
reisende. Mit 54 Abbildungen und2Stern- 
karten. M.IO.— , geb. in Halbfrz. M. 12. — . 

Schlomileh, Prof. Dr. Oskar, Compen- 
dium «ler höheren Analysis. 

2 Bände. 1. Band. 5. Auflage. M. 9. — , 
geb. in Halbfrz. M. 10.50. II. Band. 
4. Aufl. M.9.— , geb. in Halbfrz. M. 10.50. 

Schwalbe, Prof. Dr. Bernhard, Orund- 
riss der Astronomie, beendet und 
herausgegeben von Prof. Dr. H. Böttger. 
Mit einem Lebensbild des Verfassers von 
Dr.E.Schwalbe. Mit 170 Abbildungen u. 
13 Tafeln. M. G. — , geb. in Lnwd. M.7. — . 

Thonisony Prof. J. J., Elemente der 
mathematischen Theorie der 
Elektrizität und des Magne- 
tismus. Autorisierte deutsche Ausgabe 
von Prof. Gustav Wertheim. Mit 133Ab- 
bildungen. M. 5. — . 

Vogler, Prof. Dr. Chr. August, Orund- 
ziige der Ausgleichungsrech- 
nuug. M. 6. — . 

Weber, Prof. Heinrich, I^ehrbuch der 

Algebra. 2 Bände. 2. Auflage I.Band. 
M. 10.—, geb. in Halbfrz. M. 11.60. 
IL Band. M. 12. — , geb. in Halbfrz. 
M. 13.60. 

— I>ie partiellen Difierential- 
Oleichuugen der mathematischen 
Physik. Nach Riemanns Vorlesungen 
in 4. Auflage neu bearbeitet. Mit Ab- 
bildungen. I. Band. M. 10. — , geb. in 
Halbfrz. M. 11.60. IL Band. M. 10.—, 
geb. in Halbfrz. M. 11.60. 

— Cülliptische Funktionen und 
algebraische Zahlen. Akade- 
mische Vorlesungen. M. 13. — . 

Wertheim, Prof. Gustav, »ie Arith- 
metik des Klia Misrachi. Ein 

Beitrag zur Geschichte der Mathematik. 
2. verbesserte Auflage. M. 3. — . 

— Anfangsgründe der Zahlen- 
lehre. Mit den Bildnissen von Fermat, 
Lagrange, Euler und Gauß. M. 9. — , geb. 
in Lnwd. M. 10. — . 



Zu beziehen durch alle Buchhandlungen. 
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GAUTHIER-VILLAES, Imprimeur.-Editeur 

QUAI DES GRAND S-AÜGÜSTINS," 65, PARIS (6«) 



COLLEGTION DE MONOGRAPHIE S 

SUR LA THEORIE DES FONCTIONS 

PUBLIKE SOUS :.A DIRECTION 

DE £mile borel 

Maitro de Conferences k Tficole Normale Sup^rieure. 
« 

Volnmes graiuls iii-8 (-iöXlfi) se veiidaiit separemeiit. 

Lepons sur la thöorie des fonctions. Elements de la thöorie 
des ensembles et applications; par emile bokel; i898 8 fr. 50 c. 

Le9ons sur les fonctions enti^res; pai i'mile borel; 1900 8 fr. 00 c. 

Le9ons sur les söries divergentes; par emile bobel; 1901 4 fr. 50c. 

LeCOnS sur les SÖrieS ä termeS pOSitifS, professees au College de France 
par emile BOREL; reciieillies et redigöes par Robert d'Adhemar; 19()2 3 fr. 50 c. 

LepOnS sur les fonctions mÖrOmOrpheS, prufessees an CoUege de France 
par E^IILE BOREL; recueillies et redigees par Ludovic Zoretti; 1903 3 fr. 50 c. 

Le9ons sur l'int^gration et la recherche des fonctions primitives, 

professees au College de France, par HENRI LEBESGUE ; 1904 8 fr. 50 c. 

Lepons sur les fonctions de variables reelles et les d^veloppe- 

mentS en SÖrieS de polynOmeS, professees ä l Ecole Normale Superieure 
par EMILE BOREL et r^dig^es par Maurice Frechet, avec dos Notes par 
Paul Painleve et Henri Lebesgue; 1905 4 fr. 50 c. 

LeCOnS sur les fonctions diSCOntinueS, professees au College de France 
par RENE BAIRE, redigöes par A. Denjoy; 19M5 8 fr. 50 c. 

Le caicul des rösidus et ses applications ä la thöorie des 
fonctions; par ernst lindelof 8 fr. 50 c. 

Le90ns sur les söries trigonomötriques; par henri lebesgue 

(Sotis presse.) 

Le9ons sur la fonction t (c) de Riemnnn et son application 
ä la thöorie des nombres premiers; par helge von koch. 

Principes de la thöorie des fonctions entiöres de genre infini; 

par OTTO BLUMENTHAL (Eu preparation.) 

•L'inversion des integrales d^finies; par .\r. vno yolterra. (Enpr<ip.) 

Quelques principes fondamentaux de la theorie des fonctions 
. de plusieurs variables complexes; pari ierrecousin. (Enpreparaum.) 

Le9on8 sur les correspondances entre variables reelles; par 

JULES DRACH (En pr>aparati<m.) 

Le90iis.8ur les series de polynomes ä une variable; par emile 

BOREIL (En pr^paraH^,) , * 
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